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铰接杆系结构的几何稳定性讨论
邓 华 谢艳花
（浙江大学空间结构研究中心，浙江 杭州 310027）
摘要:  考察构件刚度和构件撤除对杆件系统几何稳定性的影响。从常规结构稳定理论的角度审视铰接杆件系统几何稳定性问题。基于结构稳定的能量准则和刚度矩阵的构成分析，重新考察了Maxwell准则和平衡矩阵准则的充分必要性。理论上解释了构件零刚度和构件撤除对体系几何稳定性影响的一致性。利用了自应力矩阵的特性，提出并证明了一种快速识别杆系结构中“必需杆”的方法。一种多根构件撤除后体系几何稳定性的判别准则进而被发展。
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Discussion on geometrical stability of pin-bar assemblies
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Abstract: The effects on the geometrical stability of pin-bar assemblies, caused by bar stiffness or removal of bars, are probed. The issue of geometrical stability of pin-bar assemblies is reinvestigated from viewpoints of conventional structural stability theory. Based on the energy criterion of structural stability and analytical constitution of stiffness matrix, sufficient and necessary conditions of Maxwell rule and Equilibrium Matrix rule are rechecked under this concept as part of the formal theoretical development. The equivalence between zero bar stiffness and removal of the same bar to the geometrical stability is explained theoretically. By means of the properties of self-stress matrix, a technique for quickly distinguishing “necessary bars” is put forward and strictly proved. Further, a criterion to determine geometrical stability of pin-bar structures after removal of multiple bars is developed.
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一、前言
杆件系统几何稳定性判别是一个古老的课题，最早可以追溯到十九世纪末出现的Maxwell准则[1]。这个准则通过杆件系统的节点数j、杆件数b和自由度约束数c之间的关系来判别体系的几何不（可）变性，即一个空间几何不变杆件系统须满足
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对于空间和平面问题分别为2和3。实际上，Maxwell准则仅是杆件系统几何不变性判定的必要条件，而非充要条件[2]。在二十世纪的中后期，出现了一种基于系统平衡矩阵空间解析理论的几何稳定性判别准则（本文简称为“平衡矩阵准则”）[3]。与Maxwell准则比较，平衡矩阵准则能够更有效地判定杆件系统的几何稳定性。而且通过对平衡矩阵的空间分解，还可以得到更多体系在当前形态下的静动（static and kinematic）特性。
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应该注意的是，无论是Maxwell准则还是平衡矩阵准则，都是从“系统”的层面上来讨论体系的机动特性。但是在实际工程问题中，仅仅判别整个“系统”的的几何稳定性是不够的，还存在一些更深层次的理论问题。首先，既然杆件系统是由一定数量的杆件组成，不同杆件对于保证体系几何稳定性的作用并不相同。其次，杆件的刚度也是影响一个杆件系统当前形状稳定性的因素。再者，既然一根零刚度杆件很自然被理解为相当于该杆件撤除，但是杆件的刚度和该杆件的存在与否属于不同的范畴，前者是物理参数，而后者是几何参数。因此如何理解这两类参数对系统当前形状稳定性影响的这种等效性，显然是Maxwell准则和平衡矩阵准则所不能回答的问题。

本文将杆件系统几何稳定性问题延伸到“构件”层次进行讨论。文中首先基于传统的结构稳定理论，从新的视角说明了“几何稳定性”问题完全可以看作为传统结构稳定问题的特例。利用结构稳定的能量准则并分析系统刚度矩阵的构成，Maxwell准则和平衡矩阵准均可以被证明，而且其理论上的不完整性也可以显现。由于结构刚度矩阵分析中包括了构件刚度的影响，文中进一步证明了构件刚度为零和构件撤除对于系统几何稳定性影响的一致性。
二、能量准则
结构稳定性是反映一个系统维持其当前平衡状态的能力。由Lyapunov直接方法，对于稳定的平衡状态，系统势能的正定条件可导出该状态下势能的孤立最小条件。通常，势能函数的二阶变分是判别体系稳定性的一般性条件。作为一个稳定的铰接杆件系统，任意节点位移向量的变分
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所引起的势能函数的二阶变分
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式中
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为体系在该平衡状态下的切线刚度矩阵。
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其实也反映荷载位移的增量关系，即
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上式中：
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）为节点荷载向量。当然，从严格理论上讲，如果平衡系统的势能二阶变分
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，其稳定性还需考察高阶变分的性质，但这不是本文主要关注的问题。
三、几何稳定性准则的新解释

根据Pellegrino和Calladine的解释，一个几何可变体系会产生无构件伸长（应变）的刚体位移[3]。因此根据几何条件(7)式，也就是对于方程
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节点位移向量
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存在非平凡解。根据矩阵理论，
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存在非平凡解的条件为平衡矩阵（协调矩阵）的秩
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以上(4)式便是杆件系统几何稳定性的平衡矩阵准则。应该说，“几何稳定性”（“机动特性”）问题通常并不认为是“结构稳定”的问题，而被认为是纯粹几何学的问题。
四、多杆撤除的几何稳定性判别准则

象必需杆那样，判别多根杆撤除后系统几何稳定性最直接的方法是利用平衡矩阵准则，即对撤除杆件后的体系从新建立平衡矩阵，然后计算该平衡矩阵的秩来进行判别。但是，如果需要重复进行多杆撤除后的体系几何稳定性判别时（比如在节点数较多的杆系结构拓扑优化中，需要重复进行不同数量的杆件撤除后的几何稳定性约束条件判别），这种算法的计算效率往往非常低下。针对这种情况，下面将提出一种基于自应力模态矩阵
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的有效判别准则。
五、算例

图1为一个15杆平面桁架，其节点数
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，设水平上下弦杆和竖腹杆长度为1，斜腹杆长度为
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图1 平面桁架结构图
5.1. 结构判定
可求得
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，故结构为几何稳定系统，且最多可撤除3根杆而不会导致系统几何不稳定。

5.2. 必需杆判定

    根据前面所述的必需杆判别准则，自应模态向量
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中的第8和14项分量值均为零，因此该体系必需杆为8和14杆。

撤除
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)根杆件后，采用本文提出的准则可以进行体系的几何稳定性判定。具体计算过程见表1。

表1  列出分别撤除1根，2根和3根杆件后体系的几何稳定性判断
	撤除杆件数（
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	撤除杆件号
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	几何稳定性判断

	1
	2
	8
	3
	0
	YES
	几何不稳定

	
	
	7
	3
	1
	NO
	几何稳定

	2
	1
	5和10
	3
	2
	NO
	几何稳定

	
	
	5和6
	3
	1
	YES
	几何不稳定

	3
	0
	1、5、9
	3
	3
	NO
	几何稳定

	
	
	5、9、10
	3
	2
	YES
	几何不稳定

	
	
	1、2、3
	2
	2
	NO
	几何稳定


六、结语
采用平衡矩阵准则来判别杆件对体系几何稳定性的影响在理论上是可行，但问题在于求解的效率。如果直接采用平衡矩阵准则，即不断地对构件撤除后的系统平衡矩阵进行秩运算，对于杆件数往往较多的工程结构，其运算时间通常难以承受。因此利用矩阵理论，通过对平衡矩阵的空间解析来得到体系几何稳定性在构件层面的信息是有效的途径，其中又以利用自应力模态矩阵的特性最为有效。
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