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Abstract 

In this paper we propose a new globally convergent iterative method for solving the 

nonlinear complementarity problem and its related problems. The method behaves effec­

tively for not only linear cases but also nonlinear cases. In a special case, our method 

reduces to the same, as was discussed in [9, 11, 22) for linear cases 

1. 弓 I 言

非线性互补问题NCP(R+, F)是指：求x*ER+, 使得

F(x*)T x* = 0, F(x*) E R'.I-, 

其中F为R+到矿中的映射本文考虑如下广义非线性互补问题：
求x* EX= {x ER叩:::; X:::; u}, 使得

F(x*) T 位- x*) 2: 0, Vx EX, 

(1.1) 

(1.2) 

其中l和u是{RU{=}广中的向拭且l ::; u. 上面的问题记作NCP(X,F). 当X=R旱
问题(1.2)退化成(1.1)设

X* = {x E Xjx是NCP(X,F)的解｝

容易验证， XE X*当且仅当工满足下面的投影方程（ 一般非光滑）

P玑x — {3F(x)] = x. 对某一或任 一{3 > 0, 

(1.3) 

(1.4) 

* 1993年4月20日收到
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其中对任意向量yER气

Px(Y) = argmin {x E Xlllx - yll}, (1.5) 

这里II·II定义为即中的l2范数或者由它诱导的矩阵范数． 此结果可见[3]. 由X的简
单性， 投影Px(y)容易实现 当X是矿中任何其它非空闭凸集时， 类似于 (1.2)可以

定义变分不等式问题（简记为VIP(X,F)). 同样可以定义 x· = {x E XI X是VIP(X,F)
的解｝．由[3]知， x是VIP(X,F)的解当且仅 当x是投影方程(1.4)的解． 故本文集中
在求解投影方程(1.4). 在数学规划领域， 求解NCP(X,F)及VIP(X,F)已经有很长的历
史， 例如可见[7]

定义1.1. 映射F: R九 －即称为：

(a)在集合X上单调如果

[F(x) - F(y)jI'(x - y) 2 0, Vx,y EX; 

(b)在集合X上伪单调(pseudomonotone), 如果

F(yf (x - y) 2 0二F(xf(x - y) 2 0, Vx, y EX; 

(c)在集合X 上强单调， 如果存在一正常数a, 使得

[F(x) - F(y)) 1户 (x- y) 2 allx - Yll2 , 'vx,y EX; 

(d)在集合X 上满足可解性条件， 如果X*非空并且对任意x* EX*有

F(x)T(x - x*) 2 0, Vx EX. 

当F(x)在X上单调且Lipschitz连续， i.e. , 存在一正常数L, 使得

IIF(x) - F(y)II�Lllx - YII, Vx,y EX, 

Korpelevichl15l利用外插技术给出了如下的外梯度法 (Extragradient Method): 

｛石'�P心- PF(x')], 

xk+I = p刘xk - {3F(沪）］，

(1.6) 

(1. 7) 

(1.8) 

(1.9) 

(1.10) 

(1.11) 

其中O < /3 < 1/ L. 上述算法的优越性是它仅需单调性而不象[4, 7, 20]中的 算法需要强
单调性明显的缺点是它也需要Lipschitz常数， 而这在实际中不容易实现． 作者在[21]
中给出了外梯度法的一种改进形式如下：

给定常数T/ E (0, 1), a E (0, 1), s E (0, +oo). 迭代形式如下：

｛沪 �Px[x' — µ,F(x")[,

泸+I = Px[xk - f3kF团）］，
(1.12) 
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其中f3k = sam• 并且mk是使下式成立的最小非负整数：

IIF(云k ) - F(xk )II� 
叩士—x k ll

队：
(1.13) 

改进的算法不需要映射F(x)的Lipschitz常数，并且有较好的数值结果．但数值结果在
线性情形还不能与[9, 10, 11]针对线性情形设计的算法相比本文的目的是给出 一种新
的求非线性互补问题的投影收缩算法，数值结果显示此算法不仅对线性情形有效而且
对非线性情形也同样有效．本文的算法在特殊情形（特别是对线性规划）与(11, 22]给出
的相应情形是一 致的，而[11,22]的结果是针对线性互补间题给出的．

2. 基本引理

假设X是即中 一非空闭凸集且F(x) 在X上连续·
引理2.1(18]. 如果F(x)在和中的非空紧致凸集Y上连续，则存在y*E y使得

F(y*f (y - y*) 2: 0, Vy E Y. 

引理2.2[23]. 对投影算子Px(·), 有如下性质：
(i)当yEX时[Px(z) - z尸[Px(z) - y] :S 0, Vz ER气
(ii) IIPx(z) - Px(Y)II :S llz - YII, Vy, z E Rn . 
引理2.3[2,5]. 给定XE即及dE Rn, 如下定义的函数：

0((3) = IIPx(x +扣） -xii , (3 > 0 

是反序（非增）的
选取任意常数17E(O,l], 定义

c.p(x, /3) = 11F(x)T { x - Px[x - f3F(x)I}, 

．心(x,/3) = 11llx - Px[x - /3F(x)]ll2 

其中/3 > 0, x EX. 
由引理2.2之(i)'取z=x — {3F(x)及y=x得

牛- Px[x - f3F(x)]} T F(x) 2 llx - Px[x - /3F(x)]ll2 

结合(2.4)-(2.5)及(2.6)可得如下定理．
定理2.1. 设c.p(x, /3)和劝(x'/3)由(2.4)及(2.5)分别定义，则
(i) c.p(x, /3) 2心(x,/3), "ix EX, 
(ii) XE X及c.p(x, /3) = 0 <-> x E X及劝(x,{3) = 0 <-> x EX*. 

(2.1) 
(2.2) 

(2.3) 

.1,

、,̀'

4
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．

．

 

2

2

 

(
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(2.6) 
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定理2.2. 假设F(x)在X上连续且T/ E (0, 1). 如果SC X\X• 是一有界闭集， 则存
在一 正常数6 使得对所有xES及{3E (0, 6]有

{F(x) - F(Px杠 — (JF(x)])}T {x — Px [x - {3F(x)]} 

:::; (1 — TJ)F(xf {x - Px[x - f3F(x)I} (2.7) 

证明 由于SC X\X*是 一有界闭集及F(x)在X上连续， 故存在如> 0, 使得对
所有x ES成立

IIPx杠- F(x)] - xii 2'如> 0. 

由引理2.3及(2.8)式， 对所有/3E(0,1]及工 ES有

llx - Px[x 一 (3F(工)lll 2'llx - Px杠- F(x)]II 2'彻

(2.8) 

(2.9) 

由F(x)的连续性知， F(x)在S上有界且一致连续故再 由引理2.2之(ii)可知， 存在
正数6, 使得对所有xES及/3 E (0, 6]有（不妨设E, s; 1) 

IIF(Px[x - (3F(x)]) - F(x)II :S (1 - TJ)如．

结合(2.9)及(2.10)知， 对任意x ES及/3 E (0, 8]有

{F(x) - F(Px[x - (3F(x)])}T {x - Px[x — (3F(x)l} 

:S IIF(x) - F(Px杠 — (3F(x)])lll!x - Px[x — (3F(x)]II 

:S (1 - TJ)llx - Px杠 — /3F(x)]ll 2//3

::; (1- TJ)F(x)T {x - Px[x - {3F(x)l}, 

其中上面最后 一 个不等式用到了(2.6)式， 定理得证．
注2.1. 上面的定理保证了3中给出的算法的合理性．

(2.10) 

注2.2. 当F(x) = Dx +c并且D是一反对称矩阵(DT = -D)时， (2.7)式对 T/ = 1 
及{3 E (0, 十oo) , x EX, 成立．

记

3. 算法及收敛性

g(x, /3) = F(Px [x - /3F(x)]), /3 > 0. (3.1) 

定理3.1. 设F(x)在X上连续并且满足可解性条件(1.9)如果存在一正常数 /3, 使
得(2.7) 式对某 XE X成立， 则

(x - x*) T g(x, /3)�t.p(x, (3) '<Ix* Ex·. (3.2) 
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证明． 由于F(x)满足可解性条件(1.9), 故 对x• EX*有

{Px[x - /3F(x)] - x*}F(Px杠—f3F(x)])�0,

(x - x*f g(x, /3) = (x - x*f F(Px[x - /3F(x)]) 

= {x - Px[x - /3F(x)l}
T

F(Px[x -/3F(x)]) 

+ { Px[x - /3F(x)] - x*} T F(Px[x - /3F(x)]) 

之{x-P玑x - /3F(x)l} T F(Px[x - /3F(x)]) (利用(3.3)式）

= {x - Px[x - /3F(x)l}
T {F(Px[工

— /3F(x)]) - F(x)} 

+F(x)T {x- Px杠 - {3F(x)l} 

�(r,- l)F(x)T {x - Px[x - /3F(x)I} 

+ F(xf { x - Px[x - /3F(x)]}. 

187 

(3.3) 

(3.4) 

上面最后 一个不等式利用了 (2.7)式，从而得到

/-4丁·

(x - x*f g(x, /3)�r,F(x)T { x - Px[x - /3F(x)l} = cp(x, /3) 

给定正常数s E (0, +oo)及77E(O,l), 我们给出 如下的算法：
算法A. 给定x0 EX及正常数a E (0, 1),'Y E (0, 2). 对k = 0,1,· · ·, 如果 xk <f_ x·, 执

1确定队 = samk , 其中m1c是使下式成立的最小非负整数：
T 

{泸 -P双xk — /31cF(xk )]} { F(xk ) - F(P忒xk - /31cF(xk )])} 

�(1 — r-,)F(x平{xk - Px[xk - /31cF卢｝，

2根据(2.4)及(3.1)分别计算t.p(xk '/31c), g(xk '/3吐
3. 计算

Pk = t.p(xk , /31c) / \lg(x\ /31c I\气

4. 令

xk+l = p刘xk -'YP1cg(xk 店）］

当X = {x ER叩红釭｝， 我们可以给出算法A的改进形式： 对XEX, 设

N = { il(x; = l; 且(g(x,{3)); �0)或(x; = U; 且(g(x,{3)); �0) }, 

(3.5) 

(3.6) 

(3.7) 

B = { 1, 2, · · ·, n} \N. (3.8) 
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定义 gN(x,(3), gs(x, (3) 如下 ：

(gN(x, (3)); = { 
0 ,  

(g(X' (3)), , 

i E B, 

i E N, 

(gB(x, /3)) ; = (g(x, /3)); - (gN(x, /3))i , i = 1 , · · · , n. 

容 易 验 证 ， 对任意 x* EX* 及 XEX, 有

1994 年 '

(3.9) 

(x - x• f gN(x) � 0, (x - x• )T gB (x, (3) � (x - x• f  g(x, (3). (3.10) 

定理3.2. 在 定理3.1的条 件下有

(x- x*fgB (x,(3)�cp(x,f3), \:/x* EX* .  (3.11) 

证 明 ． 由定理 3.1 及 (3.10) 式 易 得
算法 B (算法 A 的 改进形式） ． 给 定 x0 E X, s E (0,+oo) , TJ , a  E (0,1) 及 1 E (0, 2). 对

k = 0, 1, · · · , 如 果 xk ff_ X*, 执行
1. 确定 f3k = sa=• , 其 中 mk 是使 下式成立的最小非 负整数 ：

仁 - P刘xk — fJk F(xk矿{F(xk ) — F(P刘xk - f3k F(x勺］ ） ｝

:S (1 - T/)F(x平{xk - F'刘xk - fJk F(xk )] } 

2. 根据 (2. 4) 及(3.1) 分 别 计算 cp(xk ,fJk ), g(x尺 fJk )

3. 由(3.8)及(3.9) 确 定 ga(x凡 队 ） 并且计算

Pk = cp(x\ fJk ) / l lgB(x\ fJk )l l 2 -

4 . 令
泸+ 1 = p刘xk - 'YP凶s(x\ f3k)] . 

(3.12) 

(3. 13) 

(3.14) 

注 3.1. 当F(x) = Dx + c 并 且 D 为一反 对称矩阵 (DT = -D) 时， 如果取 7/ = 1 

及(J = 1, 则 算 法 B 与 [1 1] 中 给出的算 法是 一 致 的 ． 注 意到 在 [11 ] 中 给出的搜索方 向
g(x) = D叮x - P刘X — (Dx + c)]} + Dx + c. 由千此 时 DT = —D, 故

g(x) = -D仁- P. 刘x- (Dx + c) ] }  + Dx + c 

= DP忒x- (Dx + c)] + c = g(x, 1), (3 . 15) 

其中f3 取 1. 从而 [ll] 中 的 搜索方向 gn(x) 等 同于 gn(x, 1), 并且步 长 的 大 小 也 完 全 一

致 特别对于 线性规划， 我 们的算法与 [ 1 1] 中 的 相 同 当 DT =/ -D 时， [11] 中 的算法
与本文给出的不 同 当F(x) 为非线性 映射 时， [11] 中的算法没有相应的形式而本文 的
算法推广到 了 非 线 性 情 形 ．
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对于 算法的 收敛性质 ， 算法 A 的 证 明 可类似算法 B 给 出 ， 故下 面 仅考虑 算法 B
定理 3心 假设 X* 非 空并且 F(x)在X = {x E R叩 :<::; X :<::; u} 上 连续 ． 如果 F(x) 在

X 上 满足可解性条件 (1 .9) , 则 对 任 意 x* E X* , 由 算法 B 产 生 的 无穷 点 列 ｛泸 ｝ 满足

llxk+ l - x* 1 1 2 :<::; l lxk - x* 1 1 2 - ,(2 - ,)cp2 (xk , f3k )/ llgB (x\ f3k)l l 2 - (3.16) 

证 明 由 引理2.2 之 (ii) 及 定 理 3.2 可得

\ \xk+ l - x* \ 1 2 = \IPx[xk - ,Pk9B(xk , f3k )] — x* \ 1 2 

:<::; l lxk - ,Pk9B (x\ f3k ) - x* \ 1 2 

= llxk - x* ll2 - 2,Pk9B(x\ f3k )T (xk - x* ) + ,2 P%l l9B (xk , f3k) ll 2 

:<::; l lxk - x* ll 2 - 2,pk cp(x\ f3k ) + ,2 P% \lgB(x\ f3k )l l 2 

= llxk - x* l l 2 - 2,cp2 (xk , f3k )/llgR (x\ f3k )l l 2 

+ ,2 cp2 (xk , f3k )/ \ l gB (xk , f3k )l l 2 

= llxk - x* ll 2 - ,(2 — ,)cp2 (xk , f3k )/ll9B (xk , f3k )II 气

这就证明了 (3. 16) 式
定义

dist(x , X* ) = inf{llx - x* ll lx* E X*}. 

由 于 (3.16) 对任意 x• E X* 都成立， 故 由 定理 3.3 得

(3.17) 

[dist(xk+1 , X*)] 2 $ [dist (x\ X * )]2 - 'Y (2 — "f)<p2 (xk , f3k )/ l l 9B (xk , fJk )ll2 , (3.18) 

i .e . , 序列 {x外 相对于集合 x· 为 F句er - 单调 的 ．
定理 3.4. 假设定理3.3 的 条件成立， 则 存在了 E X* , 使得 xk -> 了 当 k -> +o o

证 明 ． 设 x• E X* . 容 易 验证， 每一 民jer - 单调序列是有界的 ． 假设

lim dist (吐 X*) = 80 > 0, 
k-,oo 

(3.19) 

则 {xk } C S = {x E Xl6。 � dist(x, X*), l lx  - x* II � 忙 - x训 ｝ ， 并且 S 是一有界 闭 集． 由
千 S 是有界 闭 集且 S c X\X* , 则 由 定理 2.2知 ， 存 在一正常数 6, 使得对所有 x E S及

(3 E (0, 6] 有 (2.7) 式成立 从而推知

由 定理 2.1 及 (3.20) 易知

f3k 2 min { a8, s }  > 0, \:/k . (3.20) 

m伈(xk , 队） > 0. (3.21) 
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而 由 9B(x, {)) 的 定义及 F(x ) 的 连续性 易知

由 (3.21) 及 (3.22) 得

sup ll9B (xk , f3k)II < +oo. 

inf cp2(x\ f3k )/l l9B (xk , f3k)l l 2 = t::o > 0 

由 (3.19) 知 ， 存 在 彻 > 0, 使 得 对 所有 k 2 ko 有

[dis t (xk , X* )] 2 � 称 ＋ 享 (2- 识

另 一方面， 由 (3.18), (3.23) 及 (3.24) 得

[dist(xk+ I , X* )]2 � [dist(xk , X* )]2 - 1::0(2 — ,h :s; 65 - 享(2- ,h, 欢 2 彻 ，

这与 (3.19) 式 矛 盾 故 有
lim dist(x\ X* ) = 0. 

k - oo  

由上式及 (3.18)式知 ， 存在了 EX* , 使得

泸 一 了 ， k ----+ +oo. 

1994 年

(3.22) 

{3.23) 

(3.24) 

(25) 

注 3.2. 若 X* 非空且 F(x) 在 X上伪 单调， 定理的 结论成 立 ， 因 为此时可 解性条

件成立
注 3.3. 根据引 理 2.1, 当 X 是 即 中 非空 紧 致 凸 集时 ， 有 x· =I= 中； 当 X 无界时，

x 卓 的非空性条件见 [7].

4. 数值实验

下面将给 出 利 用 算法 B 计算的一些例子的数值结果 ， 并且 与其它方法 作 了 比较．
下面例子 的 计算结果以表格形 式给出 其中 NCP 代表文 中 的 算法 B ; EGM 代表 [15] 中
的 外梯度法 ； MEGM 代表 [21] 中 改进 的 外梯度法 ； LCP 代表 [11] 中 针对线性互补 问
题给 出的 算法 ． 取 a = 0.5, TJ = 0.95 ( 当 n 靠 近 1 时数值结果较 好） ． 算法的终止准则 为

c.p(x, 1) �  沪 ， 其 中 c 为给 定 的 精 度 （注意 cp(x , 1)�TJl lx - Px [x - F(x) ] l l 2 ) 
例 1. 本 例 为 4 维非线性互补 问题 114] 取 初 步 长 s = 妒7/4 及 £2 = 10一 ” 表 1 是本

例的 计算结果 表 1 清楚地显示 了 本 文算法 在 不 同 勹 值条件下 都 比 MEGM 快得 多 由
于该例为非线性非 Lipschitz 连续的 ， 故 EGM 及 LCP 无法 启 用

例 2. 考虑 4 维平衡点 问 题 [17) 映射 F : R X  Ri X R十 一 杞 具有如下形 式 ：

F(y, P, , P, 凡 ） （
妇 _ ; : ;了�:

;
�

�
l�

)
t;,)/P,

) 
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其中常数 b少 妃 > O, a E (0 , 1 ) 对本例计算两组参数 (a, b2 心 ） = (0 . 75 , 1 ,  0 .5 ) 和 (0 . 75 , 1 , 2) 
取 s = 劝/2 , €2 = 10- 16 . 

表 L 例 1 的计算结果

算法 初始点 迭代次数 内 部迭代次数

MEGM (0 ,0 ,0 ,0) 380 758 

NCP(-y = 1 .95 ) (0 ,0,0,0 ) 22 22 

NCP(-y = 1 .0) (0 ,0 ,0,0) 52 52 

MEGM ( 1 , 1 , 1 , l )  395 785 

NCP("f = 1 .95) ( 1 , 1 , 1 , 1 )  28 27 

NCP(-y = 1 .0 ) ( 1 , 1 , 1 , 1 )  73 63 

表 2 例 2 的数值结杲

参数值 算法 初始点 迭代次数 内部迭代次数

o = 0 .75 MEGM ( 1 , 1 , 1 , 1 )  103 。
切 = 1 .0 I NCP(-y = 1 .95) ( 1 , 1 , 1 , 1 )  42 。
妇 = 0.5 I NCP(, = 1 .0) ( 1 , 1 , 1 , 1 )  56 。
o = 0 .75 I MEGM ( l , l , 1 , 1 )  4 1 。
切 = 1 .0 I NCP('Y = 1 .95) ( 1 , 1 , 1 , 1 )  36 。
如 = 2.0 I NCP(-y = 1 . 0) ( 1 , 1 , 1 , 1 ) 43 。

例 3. 我 们研究 [1] 中考虑过 的 一 个例子 . F(x ) = Dx + c , 其 中 c 是 n 维 向 量 ， D 

是非对称矩 阵

D =  

4 — 2 

1 4 - 2 

1 4 - 2  

-2  

1 4 

X = [l , 叫 ， 其 中 l = (0, 0 ,  . .  · , 0)互 u = ( 1 , 1 , . .  - , 1 v .  对 EGM 和 MEGM 取初始步 长 s =

劝/7, 对 NCP 取 初 始 步 长 s = 西/4 取 E:2 = nio- 14 , 其 中 n 是 问 题 的 维数 NCP 
('Y = 1 .95) 可 与 LCP ('Y = 1 .0) 相 比 ， 并且都 比 EGM 及 MEGM 快得 多 取 不 同 的 初 始

点 ， 结论类似
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表 3. 例 3 取初始点 (O,O, · · · ,O) 的数值结果

迭代次数 （左） 及 内 部迭代次数 （右）

算 法 n = 10 n = 100 n = 200 n = 500 n = 1000 

EGM 59 。 59 。 59 。 59 。 58 。
MEGM 59 。 59 。 59 。 59 。 58 。
NCP('Y= l .95) 1 1  9 14 1 1  14 10 1 7  10 1 6  1 0  

NCP(-y = l .0) 3 1 27 3 1  2 6  31  25  31 25 31 24 

LCP(, = 1 .95) 39 。 39 。 39 。 39 。 38 。
LCP(于= 1 .0) 18 。 19 。 19 。 19 。 19  。

表 4 例 4 取初始点 (0, 0, · · · , O) 的敷值结果

迭代次数 （左） 及 内 部迭代次数 （右）

算 法 n = 10 n = 20 n = 50 n = 100 n = 200 n = 500 

EGM 227 。 434 。 ／ ／ ／ ／ 

MEGM 150 5 202 5 305 13 372 16 456 21 593 43 

NCP('Y= l .95) 12 8 15 17 20 42 26 73 44 172 64 317 

NCP(v=l .O) 32 16 36 30 56 100 63 158 71 221 85 359 

LCP(v=l .95} 10 。 1 1  。 5 。 1 1  。 7 。 12 。
LCP( 11= l .O) 26 。 26 。 26 。 26 。 26 。 27 。
"/" 表示 迭代次数超过 1000 次

例 4. 本 例 研 究 一 类线性互 补 问 题 ， 直接采用 Lemke 的转轴方法的 运算次数是 指数

次 的 [19] 该 问 题具有特殊结构 ： C =  ( - 1 , - 1 , · · · , - l ) T 及

2

2

 

．

．

 

．
 
．

．

 

2

2

 

2

1

 

1

0

 D = I 0 0 1 · · · 2  

0 0 0 0 1 

F(x) = Dx + c. 此 例 Harker 和 Pang 161 , Harker 和 Xiao18l 也讨论过 对 EGM 取 初 始 步 长

s = 顶／（迈n) ; 对 MEGM 取 s = 高/ (4石） ， 对 N CP 取 s = 妒凡 这里 n 是 问 题维数
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取 c.2 = n10-14 ,  初始 点 (0, 0 , · · · , 0 ) 时 ， NCP ('Y = 1 .95) 比 LCP ('Y = 1 .95 或 1 .0) 慢 ， 即
便如此， 也 比 EGM 及 MEGM 快许多 当 换成初始点 (0 .6 , · · · ,  0 .6) 及 ( 1 , 1 ,  . .  · , 1 ) 时，
NCP ('Y = 1 .95) 快千 LCP ('Y = 1 .95 或 1 .0) . 这里仅列 出 取初 始 点 (0, 0 , . .  · , 0) 的 计算结
果．

例 5. 考虑 F(x) = F1 (x)  + 凡 (x) , x = (x1 , X2 , - - · , xn ) T , xo = Xn+ i = O, F1 (x) = (fi (x ) , 
． ． ． ， 儿 (x)) , F2 (x) = Dx + c, 其 中 fi (x) = x�_ 1 + x� + xi-凸 + xixi+1 , i = 1 , · · · , n , 并且 D , c
与例 3 中 的 一致 取 X = [l , u] , 其 中 [ = (0 , - - · , 0) T 及 U = ( 1 ,  · · · , l ) T 对 MEGM 及 NCP
取初 始步长 s = 顶/4 本 例 取 c.2 = n10- 14 , 其 中 n 为 问 题 的 维 数 ． 由 表 5 可看 出 NCP
比 MEGM 快得多

表 5 例 5 取初始点 XO = l 的数值结果

迭代次数 （左） 及 内 部迭代次数 （右）

算法 I n = 10 

MEGM 
1

58
1

57 

NCP(-y=l .95) 14 13 

NCP(-y=l .O) I 20 I 19 

n = 20 

60 
1

59 

14 13 

19  I 1s 

n = 50 

61 
1

60 

13 12 

19 I 1s 

n = 100 

62 
I 

60 

13 1 1 

19 I 1 7 

作者与何炳生博士的 有益讨论 ， 使得定理 3.4 的 证 明 得 以 简 化 ， 对此表示感谢．
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