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线性互补问题的阻尼牛顿法的有限终止性
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摘 要 在 〔2 } 中
,

H ar k er 和 P an g 提出了如下一个公开问题
:

对于线性互补问题的阻尼

牛顿算法
,

当它收敛时
,

算法是否能在有限步内终止 ? 本文对此 问题给出一个肯定回答
,

而且进一步给出一个新的求解一般线性互补问题的有限终止算法
.

这个算法避免了阻尼牛

顿算法可能不收敛的情形
.

关键词 线性互补问题
,

阻尼牛顿法
,

有限终止性
,

B
一

可微

1 引言

最近
,

P an g 圈 研究了一种求解 B
一

可微方程组 的全局牛顿法并且讨论 了它在数学

规划领域中的应用
.

在 【2 } 中
,

H ar k er 和 P a n g 分析 了上述算法应用于线性互补问题的

情形
.

在 比较 了阻尼牛顿法和分块转轴方法 阵5 } 以后
,

他们提出了如下的未决 问题
:

如

果迭 代点列收敛
,

阻尼牛顿法是否在有限步终止 z[, 27 ” 页?] 本文 中我们将给 出确定 的答

案
.

我们将首先 回顾求 B
一

可微方程组的阻尼牛顿法及其应用于线性互补问题 的情形
,

其次我们讨论 了解线性 互补 问题的阻尼牛顿法的有限终止性
.

最后我们提出了一种新
的解线性互补 问题的有限终止算法

,

它避免 了阻尼牛顿法的可能不收敛 的情形
.

2 阻尼牛顿法及其有限终止性

考虑如下线性互补 问题 (记作 L C P (q
,

M ) )
:

、飞..了峭.1

.

9一
刀尹..、切 = g + M

: 全 O
, z 全 。

,

叨 T : = o
,

其中 q 任 R 孔

是一给定 向量
,

M 是一给定的 n x n 矩阵
.

矩阵 M 被称为 尸
一

矩阵
,

如果
它的每一个主子式为正

.

如果 M 是 尸
一

矩阵
,

则 L C P ( q
,

M ) 有唯一解 陈 7 }
.

易知 0[] L C P

(q
,

M ) 等价于求解如下的分片线性方程组

H (
z

) = m i n
{

: ,

g + M
z

} = 0
,

( 2
.

2 )

其中
“

m in
”

算子是取 各分量最小
.

虽然函数 H (
:

) 不是可微的
,

但它满足所谓的 B
一

可

微性质
.

定义 2
.

1 函数 H
: R ”

* R ”
称为在点

/ 处 B
一

可微
,

如果 ( i) H 在 名 的一邻域

内 L ip cs ih tz 连续
,

(ii) 存在一正齐次函数 B H (
: , ·

)
: R “ 升 R n( 称为 H 在 : 点的 B

一

导
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数 )
,

使得

l i m
U es令 U

H (
z + v

) 一 H (
z

) 一 B H (
:

)
v

}}
二

}}

函数 H 被称为在集合

对于任意
/ 任 R

n ,

可微
,

如果 H 在 S 中每一点都 B
一

可微
.

a (
:

) = {乞
:

(g + M
z

)
、 < : 、

}
,

尽(
z

) = {乞
:

(g + M
二

)
、 = z 、

}
,

甲 (
:

) = {乞
:

( g + M
;

)
:

> : :

}
.

(2
.

3 )

根据 0[] 可知
,

由 ( .2 2 ) 给出的函数 H 在每一点都是 B
一

可微
,

且其 B
一

导数 的第 乞个分

量 为

( B H (
z

)
v

)
、

MIT
v ,

m i n

{衅
v , v 、

}
,

如果 乞任 。 (
:

)
,

如果 ` 任 口(
:

)
,

如果 乞任 今(
:

)
,

了..J
叹、...、

一一

其 中 人了;
r 表示 M 的第 、 行 向量

.

记 g : R
“
升 R 为 H 的范数函数

,

即

。 (
·

) 一

告
H (

·
) T H (

·
)

·

(2
.

5 )

对于一般 的 B
一

可微方程组
H (

;
) = O

,

( 2 6 )

P an g 0[] 给出了如下求解 (2
.

6 ) 的阻尼牛顿法
.

阻尼牛顿法 设 0z 任 R “
是任一初 始向量

.

设 s ,

拼 和 二 为给定 的常数
,

且 S 任

(0 十二 )
,

赵 任 (0 1) 及 a 任 (。
,

1/ 2 )
.

若点 : “
满足 H (产 ) 异。

,

则通过如下两步来得到
: “ + ` :

第 1 步 解牛顿方程组
万 (

z 丸
) + B H (

: 无
) d = o

,

( 2 7 )

得到方向 砂
.

第 2 步 令 入、 = 户m
` 、 ,

其中 。 、 是使得下面不等式成立的最小非负整数 二
,

。 (
z 儿

) 一 。 (
: 无 + 拜m s d 儿) 七 Za 拼m s g (

; 无
)

.

( 2
·

8 )

令
之 人+ ` 二 : “ + 入、 砂

.

下面我们假设 H 具有 形式 ( 2
.

2 )
.

定理 .2 1 冈 设 M 是一 二 x n 的 尸
一

矩阵
,

且 q
,

尸 是任意向量
,

则 由求解 (2周 的

阻尼牛顿法所产生的序列 {
: “

} 被唯一确定
、

有界且满足

……m i n
{

: 儿+ ` ,

。 + M
: k + `

}…卜 ……m i n
{

z 儿 ,

。 + M
: 儿

}…卜 (2 , )

而且
,

{护 } 的任一聚点 万 是 L c P ( q
,

M ) 的解
,

当且仅当

万
:

= (g + M万 )
、 = O

,

丫艺任 尽(万)
.

对 之 任 R “ ,

如果 斑 z) 为空集
,

则 /
被称 为一非退化 向量

.

设 护 给定且 砂 是 (.2 7 )

的解
,

对每一 丸
,

定义
叨 儿 = g + 对

: k
.
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容易验证序列 {二
“

} 满足下面的迭代公式
:

二 “ + ` 一 (1 一 *、
)二
儿 + 入、 。 儿 ,

其中 沪 = q + M沪
,

俨 = 护 + 砂
,

且 砂 满足 (.2 7 )
.

由定义
,

序列 {护 } 满足类似的迭代

公式
:

: 无+ ` 一 ( l 一 入、
)

: k + 入、 v 人
.

( 2
·

10 )

定义
户 = m i n

{户
1 ,
户2

}
,

( 2
.

1 1 )

其中

p l = m l n {君彩可
: `
二`· “

,
, ·

“ · 0

}
,

{石歹窖毒菩可
: `
二 (

· “
,

, ·

卜
0

}
·

( 2
.

1 2 )

p Z = m l n (2
.

13 )

引理 2
.

1 [2 ] 设 尹 是一非退化 向量
,

且不是 L e P (。
,

M ) 的解
.

设 a 任 (o
,

1 / 2 )
,

方向

向量 己k
满足 (2

.

7 )
,

则存在 占 > o
,

使得对每一 艺〔 (户
,

p + 司
,

向量
: , = : k + t d无 非退化

,

且满足
。 (

: k
) 一 夕(

: ,
) 全 Z o t夕(

: k
)

.

现在我们可 以叙述 H ar k er 和 P an g z[] 的求解 (2
.

2 ) 的修正阻尼牛顿法
.

求 L C P (q
,

M ) 的修正阻尼牛顿法
:

设 z0 是任一非退化 向量
.

设 拼 和 a 同前
.

给定

非退 化向量 : “ 满足 H (砂 ) 务。
,

则通过执行如下三步来得到 护
+ ` :

第 1 步 求解 (.2 7 ) 得 砂
.

第 2 步 检验 俨
: = 护 + 砂 是否为 L C P ( q

,

M ) 的解
; 如果是

,

终止
,

否则到下一步
.

第 3 步 计算系数 p 并令 入、 = p + : ,

其 中
` 是一正数使得 产+1 = 产 + 入脚

“ 非退化

且
。 (

二儿
) 一 。 (

z k + `
) 全 2。 久* g (

z k
)

.

在 【2 } 中
,

H ar k er 和 P an g 讨论 了经典的转轴方法 [’, 5 ]与阻尼牛顿法 的关系
.

实际

上
,

虽然线搜索初看起来不像一个转轴法则
,

但可以理解为不 同于经典方法 的一种转轴

法则
.

然而定理 2
.

1 的收敛性却是以极 限形式给出的
.

因而求解 ( .2 2 ) 的阻尼牛顿法在

收敛情况下是否在有限步终止就成了一个未决 问题 z[]
.

这里我们将对这个 问题给 出一

确定 的答案
.

对任意 之 任 R ” ,

定义 巍H (
:

) 为所有具有如下形式的矩 阵 V 组成 的集合
:

从
,

从
,

或 e 、

e 乞 ,

如果 ` 任 a (
:

)
,

如果 乞任 口(
z

)
,

如果 乞任 年(
z

)
,

(2
.

14 )

了les少、eses、

一一认

其中
e 、 是 R “ 中的第 乞个单位向量

.

定理 .2 2 假设 扩 是 L C P (q
,

M ) 的一个解并且所有 V
*
任 巍H (了 ) 非奇异

,

则存在

扩 的一个邻域 N 使得 当 : 任 N 时
,

所有 V 任 饥 H (习 非奇异且

之 *

= 名 + d (2
.

1 5 )

其 中 d = 一 V 一 `
H (

z )
,

V 任 巍H (
:

)
.
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证 选取 : `

的一个邻域 N 使得 当 : 任 N 时
,

有

。 (
: `

) 里 。 (
:

)
,

守 (
: `

) g 守 (
z

) 及 创约 互侧犷 )
,

(2
.

16 )

则对所有
: 任 N

,

口。万 (
z

) 生 口
。 H (

: `

)
.

( 2
.

17 )

这意味着所有 V 任 饥 H (
:

) 非奇异
.

因为 : `

是 L C P (q
,

M ) 的一个解
,

所以对每一个 乞任 { 1
,

…
, 7;

}
,

。

一
(二 ,一

{犷
“ ’

+ g
! ,

如果 2 〔 a (
; *

) 口 尽( z *

)

如 果 2 任 守 (
: `

) 日月(
: *

)
(2

.

18 )

对任意
之 任 N

,

二 (
:

) 一

{经
“ + “

` ’

如果 乞任 a (
:

) 日 口(
:

)

如果 2 三城
:

) U 浏
:

)
( 2

.

19 )n

从 (2
.

1 6 ) 及 a (
:

) 口口(
:

) 日 守(
:

) = a (
: *

) U 月仕
*

) 口 今(
z `

) 知
,

对任意
: 任 N

,

。 (
:

) U 尽(
;

) 互 a (
之 *

) U 口(
z *

)
,

守 (
: *

) U 口(
; *

) 互 守(
z *

) 日 口(
: *

)
.

( 2
.

2 0 )

由 (2
.

1 8 )
一

( 2
.

2 0 )
,

从 (
:

) = H
*
(

z
) 一 H

,

(
; `

)

n
11

之 一 之 *

J衅
L

。

乒
’

(
·

z 一 之 *

如果 乞任 。 (
;

) 日 尽(
:

)
,

如果 乞任 守(
之

) 日口(
:

)
,

( 2
.

2 1 )

结合 (2
.

14 )
,

(2
.

1 6 ) 及 (2
.

2 1 )
,

对任意 V 任 口。 H (
:

) 有

H
,

间 一 从伙
: 一
引 = 0

,

注 a( 习 日创
:

) 口城动
,

这意味着

H (
:

) = V (
: 一 z `

)
.

( 2
.

2 2 )

: ,

= 之 一 v 一 `
H (

:
) = 之 + 城

这就证 明了 (2
.

15 ) 式
.

推论 2
.

1 设 万 为一 n x n 的 尸
一

矩阵
,

q
, : 任 R

“
为任意的向量

.

假设 扩 是
L c P ( q

,

M ) 的解且在阻尼牛顿算法 中取
S = 1

.

则阻尼牛顿序列 {护 } 唯一确定
、

有界

且满足 (2
.

9 )
,

并且存 在 扩 的一邻域 N 使得 当 : `
任 N 且 H (护 ) 并 0

,

算法将终止于
之无+ 1 = 之 *

.

证 首先易验证 当 M 是一 n x n 的 尸
一

矩阵时
,

所有 V 任 氏H (扩 ) 非奇异
.

对任意

d 任 R
7 ` ,

易验证存在 v 任 氏H (
:

)
,

使得

B H (
:

) d = V d
.

结合定理 2
.

1 及 2
.

2 即得结论
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对修正的阻尼牛顿法
,

类似于推论 2
.

1 可给出类似的结果
.

这里我们将不再写出
.

注意定理 2
.

1 和推论 2
.

1 都没有断言阻尼牛顿法 必收敛到 L C P ( q
,

M ) 的唯一解 *2
.

推论
2

.

1 只是说明算法将在有限步终止
,

如果 {
: ”

} 在极 限意义下收敛到
: ` ,

这就解决了了 【2 ]

中的一个未决 问题
.

在定理 2
.

1 的条件下是否存在一个聚点不是 L C P ( q
,

M ) 的解
,

这是

aH kr er 和 P a n g 冈 提 出的另一个未决 问题
.

由于 ( 2
.

6 ) 定义的 H (
:

) 是非光滑的
,

全局收

敛性 一般很难保证
,

但 目前我们还不能给 出一个例子来说明这一点
.

作为一种解决后一

未决问题的办法
,

在下面一节 中我们将给出求解一类线性投影方程组 (包括 L C P (q
,

M冲

的新的处理途径
,

以避免阻尼牛顿算法可能不收敛的情形
.

3 自校正 的阻尼牛顿方法

考虑方程
H (

:
) = : 一 ll x [

; 一 ( M
: + q )] = O

,

(3
.

1)

其中 n x 是 X 上 的正交投影算子
,

且 X 是 R ”
中的非空闭凸集

.

定义

、 (
:

) = ( , + 几, T )万 (
之

)
.

(3
.

2 )

何炳 生 s[] 在 万 半正定时给出了几类求解 (3
.

1) 的全局收敛 的投影收缩 ( P )C 算法
.

基于 【3 {中的定理 1
,

我们容易给 出如下的算法
.

3
·

1 求 ( 3
.

1 ) 的 P C 算法 :

设 守 任 (。
,

2 ) 是一常数且 G 为一对称正定矩阵
.

任给 x0
,

对 人= 0
,

1

则计算
x “ + ’ = x “ 一 守户(

x “
) G 一 `己(

x “
)

,

若 H (尹 ) 并仪

(3
.

3 )

其 中

川
x “

) =
}}(H (

x “
) }}

“

}}G 一 `
武

x ”
) }}乙

这里对 。 任 R 几 ,

令 腼日乙一 幼r G 梦

定理 3
.

1 假设 X
*

= {扩 任 X } 扩是 ( 3
.

1) 的解 } 并 O 并且 万 为半正定
.

则 由 P C 方

法产生的点列 {
工 :

} 将收敛到 X
*

中的一点 *x

证 类似 于 s[]
.

注意上述算法具有全局收敛性
,

但一般不在有限步终止
.

下面我们假设

!
J

件
.

qa
lX = {

: 任 R ”

} z三 : 三好
,

其中 l
, 。 任

{R 。 {二 } }
”
且 z三让 当 X = R擎时

,

H (
z

) =
一

11 、
}一 ( M

: + 、 )卜 m i n
(

: ,

盯
: + 、 )

对任意 : 任 R “ ,

定 义 氏H 仕) 为 由具有如下形式的矩阵 V 组成
:

从
,

如果 l
:

< : 乞一 ( M
: + 、 )

,
< “ , ,

从
,

或 e 、 ,

如果 ; ,
一 (万

: + g )
、 = l

:

(或
。 :

)

如果 : :
一 (盯

; + g )
,

< l
,

(或
。 :

)

了二.产、..、

一一从
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3. 2 自校正的阻尼牛顿方法
:

第 。 步 设 : 。 〔 皿”
为一任意初始向量

.

设 :
.

赵
,

二 及 今 为给定的常数且满足 : 任

(O
,

1 )
,

拜 任 (O
,

1 )
, 。 任 (O

,

l / 2 ) 及 守 任 (O
,

2 )
.

丸 : = 0
.

第 1 步 如果 H (护 ) 并。
,

选取 V 人 任 氏H (护 )
.

如果 V ` 奇异 ; 转第 5 步 ; 否则解

万 (
: 丸

) + 下
厂人 s 左 = 0

.

(3
,

5 )

得 、 人
.

如果
。 (

z 凡 +
s 人

) 三 ( 1 一 Z a
)。 (

: 左
)

.

(3
.

6 )

令
: “ 十 ` 一 护 + , 人 ,

转第 6 步 ; 否则转第 2 步
·

第 2 步 如果 H (护 )T B H 仕
“

)护 三 一 Z a g ( : “
)

,

令 砂 = 护 并转第 4 步 ; 否则转 第 3

步
.

第 3 步 如果 万 (
: 儿

) T 刀万 (
z 儿

) (一
s 人

) 三 一 Za g (
: 人

)
,

令 d 天 = 一护 并转第 4 步 ; 否则转第

5 步
.

第 4 步 (自校正步 ) 设 入、 = 拼” 峡
,

其中 。 、 是使得

。 (
z “

) 一 。 (
z “ + 户天 d天 ) 全 一 2拼“ `

H (
: 儿

) T 刀万 (
: 人

)、
凡

或
赵

了“ < `

成立 的最 J/
、
非负整数 二

.

如果 入、 全 : ,

令
;
解

` = : “ + 人、砂 且转第 6 步 ; 否则转第 5 步
.

第 5 步 令 x0 : = 之“ 及 乞: = 0
.

把 x0 作为初始向量
,

利用 P C 方法直到得到序列

{x0
, x ` ,

…
。

ix(
“
)} 使得 《哟 是第 1 个使得下式成立的最小正整数 乞

,

。 (
x `

) 三 ( 1 一 Z a
)。 (

x o
)

.

令
: 解 ` 一 护&() 且转第 6 步

·

第 6 步 丸 : = k + 1
.

转第 1 步
.

注 3
.

1 如果 x
`

兴O且 M 半正定
,

由定理 3
.

1 知 乞(哟 在有限步 内可得
.

定理 .3 2 假设 X
`

非空且 M 半正定
.

如果 X O = {
: : R “

{ 、 (司 三 。 (尸 )} 有界
,

则

由 自校正的阻尼牛顿法产生的序列 {护 } 有定义且每一聚点都是 (3
.

1) 的解
.

进一步
,

如

果所有 V
*
任 巍 H (

: *

)
, : ,

任 X
,

非奇异
,

则在有限步 内算法将终止于 护+ ` 任 X
`

.

证 由 自校正 的阻尼牛顿方法知
,

。 (
z 儿+ `

) 三 ( 1 一 4 a 2 :
)。 (

: 天
) 三 ( z 一 4二 2 :

)
“ + ` 。 (

2 0
)

.

故

l im
儿一 争 ) C

( 3
.

7 )

由 (.3 7 ) 及 X O 的有界性知 {护 } 有界且 {护 } 的每一聚点都是 (3
.

1) 的解
.

如果所有 V
*
是 氏H (扩 )

, ; `
任 X

`

为非 奇异
,

则类似于定理 2
.

2 的证 明我们可知对

每一 扩 任 X
水

存在一个邻域 N (
: ’

) 使得当
左 任 N (

: ’

) 时
,

算法将终止于 :
奸

` = : `
.

故本

定理结论成立
.

推论 3
.

1 如果 万 是正定阵
,

则 自校 正的阻尼牛顿方法将在有限步 内终止
.

注意到在 自校正的阻尼牛顿方法 中每步仅需解一线性方程组
,

并且初始点任意点
.

但修正 的阻尼牛顿法需要一非退化的初 始点
.

在 【1」中
,

C ol
e

m an 和 H ul b er t 在 X =

!l
,

司 (l = (一 1
,

…
、

一 l) T
, 。 = l(

,

…
,
一 l) T ) 时提 出一种求解 (3

.

1) 的全局收敛的算法
,

其
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中 万 为对称正定阵
.

在严格互补性条件下
,

他们证明了其算法 的超线性收敛性
.

这里

如果 汀 正定 (不一定对称 ) 我们的算法就将在有
一

限步 内终止 (不需要严格互补性 )
.
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