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摘要 本文首先讨论热方程初值问题的解在 Hardy、BMO (bounded mean oscillation) 和 Besov 型

空间中的估计. 然后本文结合 Coifmann-Lions-Meyer-Semmes 在 Hardy 空间中的补偿紧性结果, 给出

Navier-Stokes 方程整体弱解的二阶导数的一些端点估计.
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1 引言

关于高维空间 Rn (n > 2) 上的 Hardy 空间 H1(Rn) 及其对偶空间 BMO(Rn) 的理论, 是 20 世纪

六七十年代实调和分析发展的一个里程碑式的工作 [1–4]. 这些看起来是纯调和分析的结果, 却往往会

在非线性偏微分方程的研究中起到作用, 最典型的莫过于文献 [5,定理 II.1]中的一个关于补偿紧性的

结果:

定理 1.1 假设 u ∈ Lq(Rn), v ∈ Lq
′
(Rn), 1

q +
1
q′ = 1, q ∈ (1,∞) 且在分布意义下满足

divu = 0, curlv = 0, (1.1)

则 u · v ∈ H1(Rn) 且存在一个仅依赖于 n 和 q 的常数 C 使得

∥u · v∥H1 6 C∥u∥Lq∥v∥Lq′ . (1.2)

本文中,向量 (函数)用黑斜体字母表示,而在一个空间的记号中,在不致混淆的情况下,我们总是

省略掉默认的底空间 Rn. 作为诸多应用中的一个, 上述文章中最后证明了 n (> 2) 维空间中不可压缩

Navier-Stokes 方程初值问题

∂tu+ u · ∇u−∆u+∇p = 0, divu = 0, u(0, x) = u0(x) (1.3)

的整体弱解 u = (u1, u2, . . . , un) 的一个性质, 即下面的定理:
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定理 1.2 [5,定理 IX.1] 设 u0 ∈ L2, divu0 = 0, 则 Navier-Stokes 方程的整体弱解 u ∈ L∞(0,∞;L2)

∩L2(0,∞; Ḣ1) 有如下性质:

u · ∇u,∇p ∈ L2(0,∞;H1), ∂iu · ∇uj
(

=

n∑
k=1

∂iuk∂kuj

)
, ∂ijp ∈ L1(0,∞;H1), i, j = 1, 2, . . . , n,

且存在与 u0 无关的常数使得

∥u · ∇u,∇p∥L2(0,∞;H1) 6 C∥u0∥2L2 , (1.4)

∥∂iu · ∇uj , ∂ijp∥L1(0,∞;H1) 6 C∥u0∥2L2 . (1.5)

定理 1.2 也可参见文献 [6, 定理 3.6]. 上述关于 u · ∇u 和 ∂iu · ∇uj 的结果, 从定理 1.1 即可得出.

而对压力 p 的估计, 从

−∆p = div(u · ∇u) =

n∑
i,j=1

∂iuj∂jui (1.6)

及奇异积分的 H1 有界性即得. 由此, 注意到

∂tu−∆u = −u · ∇u−∇p (1.7)

的右端项属于 L2(0,∞;H1), Lions [6,第 99 页] 进一步问到: 是否有

∂tu,∇2u ∈ L2(0,∞;H1)?

Lions 指出, 若对 R3 × (0,∞) 中的热方程的零初值问题

∂tv −∆v = f, v(0, x) = 0 (1.8)

有相应估计

∥∂tv,∇2v∥L2(0,∞;H1) 6 C∥f∥L2(0,∞;H1), (1.9)

则马上可得上述结果. 上述估计式 (1.9) 可以理解为一种时空混合型的端点估计. 就我们所知, 这样

的估计对热方程是未知的. 我们知道对零初值问题的热方程 (1.8) 而言, 有如下的 Lq-Lr 时空混合型

估计:

∥∂tv,∇2v∥Lq(0,∞;Lr) 6 C∥f∥Lq(0,∞;Lr), q, r ∈ (1,∞). (1.10)

这些结果可经由解的具体表达式通过热核或抛物型奇异积分 [7, 8] 的估计来证明, 参见文献 [9–11] 等.

我们知道, 若将 Rn+1 = {(t, x) ∈ R × Rn} 视为赋予抛物距离及乘积测度 dxdt 的 Coifmann-Weiss [14]

意义下的齐型空间,可以类似定义其上的抛物型 Hardy和 BMO空间并证明抛物型奇异积分在其上的

有界性, 从而得到热方程解的二阶导数在这类端点空间上的估计. 由于本文不涉及这类抛物型端点空

间, 故不再赘述. 有兴趣的读者可参见文献 [12–14] 以及最近与一般二阶抛物型方程有关的工作 [15, 16]

等. 关于联系于一般算子 L (相应于 −∆) 的 Hardy 和 BMO 空间的最新进展, 可参见 Duong 和 Yan

的工作 [17,18].

基于上述 Lions 的问题, 本文首先引进和给出热方程在经典 Hardy、BMO 和 Besov 空间中的几

类时空混合型端点估计. 利用这些估计, 我们在三维情形给出 Lions 问题在 Besov 型空间中的一个替

代回答, 并在二维情形解决 Lions 关于 Navier-Stokes 方程的问题. 至于 Lions 的原始问题, 本文并没

有得到完全解决.
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2 记号及预备知识

设 ϕ(x) 是 Rn 上非负不恒为零的速降函数. 对 t > 0, 记 ϕt(x) = t−nϕ(t−1x). 对 Rn 上的局部可
积函数 f(x), 定义其极大函数

Mϕ(f)(x) = sup
t>0

|ϕ ∗ f(x)|.

定义 Hardy 空间

H1 = {f ∈ L1 | Mϕf ∈ L1}, ∥f∥H1 = ∥Mϕf∥L1 ,

且这样的定义与 ϕ 的选取无关. 记 B 为 Rn 的一个球, 对 f ∈ Lloc(Rn),

fB =

∫
B

f(x)dx,

则 H1 的对偶 — 有界平均振荡空间 BMO 是满足如下条件局部可积函数构成的空间:

∥f∥BMO := sup
B

1

|B|

∫
B

|f(x)− fB |dx <∞,

其中 |B| 表示球 B 的 Lebesgue 测度, 而 sup 取遍 Rn 中所有的球. 上述半范 ∥ · ∥BMO 在模去一个常

数的意义下是 BMO 上的范数.

Hardy 空间可用 Riesz 变换来刻画. 记 Rk, k = 1, 2, . . . , n 为 Riesz 变换, 则 f ∈ H1 当且仅当

f ∈ L1, Rkf ∈ L1 且存在常数 C > c > 0 使得

c∥f∥H1 6 ∥f∥L1 +

n∑
K=1

∥Rkf∥L1 6 C∥f∥H1 .

事实上, Rkf ∈ H1 且

∥Rkf∥H1 6 C∥f∥H1 , k = 1, 2, . . . , n.

Hardy 空间也可用 Littlewood-Paley 平方函数来刻画 [4, 19]. 令光滑可积函数 ψ(x) 满足∫
Rn

ψ(x)dx = 0, |ψ(x)| 6 C

(1 + |x|)n+1
, |∇ψ(x)| 6 C

(1 + |x|)n+2
.

对局部可积函数 f 定义其 Littlewood-Paley 平方函数

gψ(f)(x) =

(∫ ∞

0

|ψt ∗ f(x)|2
dt

t

) 1
2

,

则 f ∈ H1 当且仅当 g(f) ∈ L1 且存在常数 C > c > 0 使得

c∥f∥H1 6 ∥gψ(f)∥L1 6 C∥f∥H1 .

我们知道,上述平方函数刻画也有离散型的版本,即用 Littlewood-Paley二进分解来刻画. 为此,令 χ(ξ)

是支集为 {|ξ| 6 4
3} 而 φ(ξ) 为支于环 {3

4 6 |ξ| 6 8
3} 的光滑函数, 且满足

χ(ξ) +

∞∑
j=0

φ(2−jξ) = 1, ∀ ξ ∈ Rn;
∑
j∈Z

φ(2−jξ) = 1,
1

2
6

∑
j∈Z

φ2(2−jξ) 6 1, ∀ ξ ̸= 0.
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易见

suppφ(2−j ·) ∩ suppφ(2−k·) = ∅, |j − k| > 2, suppχ(·) ∩ suppφ(2−j ·) = ∅, j > 1.

记 h = F−1φ 和 h̃ = F−1χ 分别为 φ 和 χ 的 Fourier 逆变换, 令

△̇jf = φ(2−jD)f = 2jn
∫
Rn

h(2j(x− y))f(y)dy, j ∈ Z;

Ṡjf = χ(2−jD)f = 2jn
∫
Rn

h̃(2j(x− y))f(y)dy.

熟知, 对 Hardy 空间有如下的 Littlewood-Paley 刻画: f ∈ H1 当且仅当

∥f∥Ḟ 0
1,2

:=

∥∥∥∥(∑
j∈Z

|△̇jf(x)|2
) 1

2
∥∥∥∥
L1

<∞,

且存在常数 C > c > 0 使得

c∥f∥H1 6 ∥f∥Ḟ 0
1,2

6 C∥f∥H1 ,

其中 Ḟ 0
1,2 是 Rn 上一般的齐次 Triebel-Lizorkin 空间 Ḟ sq,r (s ∈ R, q, r ∈ [1,∞)) 的特例.

∥f∥Ḟ s
q,r

:=

(∫
Rn

(∑
j∈Z

2jsr|△̇jf(x)|r
) q

r

dx

) 1
q

<∞,

当 r = 2 时, Ḟ sq,2 = Ḣs,q 是熟知的齐次 Sobolev 空间. 类似地有 Rn 上齐次 Besov 空间 Ḃsq,r (s ∈ R,
q, r ∈ [1,∞]),

∥f∥Ḃs
q,r

:=

(∑
j∈Z

2jsr∥△̇jf(x)∥Lq

) 1
r

<∞.

易见

H1 (= Ḟ 0
1,2) ⊂ Ḃ0

1,2.

当 q = r = 2 时, 对任意的 s ∈ R, Ḃs2,2 = Ḟ s2,2 = Ḣs,2 = Ḣs, 后者是齐次 Sobolev-Hilbert 空间. 而一般

的 (非齐次) Sobolev 空间 Hs, s ∈ R 定义为

Hs = {f ∈ S ′ | (1 + |ξ|2) s
2F(f)(ξ) ∈ L2}.

上述关于 Triebel-Lizorkin 和 Besov 空间的严格叙述以及 Hardy 空间的结果参见文献 [2, 4, 11,20] 等.

当处理带时间变量的函数 u(t, x) 时, 我们需要由 Chemin 和 Lerner [21] 引进的空间 L̃ρT (Ḃ
s
q,r). 详

见 Bahouri 等人的书 [20]. 对 T ∈ (0,∞], s ∈ R, ρ, q, r ∈ [1,∞],

L̃ρT (Ḃ
s
q,r) =

{
u ∈ S ′

∣∣∣∣ lim
j→−∞

Sju = 0, ∥u∥r
L̃ρ

T (Ḃs
q,r)

:=
∑
j∈Z

∥△̇ju∥rLρ
T (Lq)

}
.

注意到若 ρ = r,则 L̃ρT (Ḃ
s
q,r) = LρT (Ḃ

s
q,r). 此处及下文中,为方便计我们用 Lq(X)表示 Lq(0,∞;X),而

Lrx(L
q
t ) 表示先对 t 求 Lq 范数.

本节的最后给出 Coifmann-Lions-Meyer-Semmes 在 Hardy 空间中补偿紧性结果的一个变形.

引理 2.1 设 v ∈ L2, v ∈ Ḣ1 满足 divv = 0, 则 v · ∇v ∈ Ḃ0
1,2 且

∥v · ∇v∥Ḃ0
1,2

6 C∥v∥L2∥∇v∥L2 .
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证明 事实上, 这是 Coifmann-Lions-Meyer-Semmes 在 Hardy 空间中补偿紧性结果及 H1 嵌入

到 Ḃ0
1,2 的推论. 我们在这里利用 Bony 的仿积分解给出一个直接证明. 为此, 分解

v · ∇v = Tv∇v + T∇vv +R(v,∇v),

其中记号

Tuw =
∑
k∈Z

Ṡk−1u · △̇kw, R(u,w) =
∑
k

∑
k−16l6k+1

△̇ku · △̇lw :=
∑
k

△̇ku · ˜̇△kw.

按 Ḃ0
1,2 的定义, 我们估计

∥△̇j(v · ∇v)∥L1 6 ∥△̇j(Tv∇v)∥L1 + ∥△̇j(T∇vv)∥L1 + ∥△̇j(R(v,∇v))∥L1 .

利用 Littlewood-Paley 分解的性质,

∥△̇j(T∇vv)∥L1 6
∑

|k−j|64

∥△̇j(Ṡk−1∇v · △̇kv)∥L1 6 C
∑

|k−j|64

∥Ṡk−1∇v∥L2∥△̇kv∥L2

6 C∥∇v∥L2

∑
|k−j|64

∥△̇kv∥L2 .

故 ∑
j

∥△̇j(T∇vv)∥2L1 6 C∥∇v∥2L2

∑
k

∥△̇kv∥2L2 6 C∥∇v∥2L2∥v∥2L2 .

同理可证 ∑
j

∥△̇j(Tv∇v)∥2L1 6 C∥∇v∥2L2∥v∥2L2 .

对 R(v,∇v) 有

∥△̇jR(v,∇v)∥L1 6
∑
k>j−4

∥△̇j(△̇kv · ˜̇△k∇v)∥L1 =
∑
k>j−4

∥△̇jdiv(
˜̇△kv△̇kv)∥L1

6 C
∑
k>j−4

2j∥△̇j(△̇kv
˜̇△kv)∥L1 6 C

∑
k>j−4

2j∥△̇kv∥L2∥ ˜̇△kv∥L2

6 C
∑
k>j−5

2j−k∥△̇k∇v∥L2∥v∥L2 .

由级数的卷积不等式和 ∇v ∈ L2 = Ḃ0
2,2 即得

∥R(v,∇v)∥Ḃ0
1,2

6 C∥v∥L2∥∇v∥L2 .

故引理得证.

3 二阶线性抛物型方程的一些混合型端点估计

首先考虑如下 Rn × (0,∞) 中热方程初值问题:

∂tv −∆v = f, v(0, x) = v0(x). (3.1)

427
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对 v0 ∈ L2, f ∈ L2(Ḣ−1) (在下文中我们总是设定此条件), 由经典理论知上述方程存在弱解 v ∈ C([0,

∞);L2) ∩ L2(Ḣ1) (或 L2
loc(H

1)) 且

∥v∥L∞(L2) + ∥v∥L2(Ḣ1) 6 ∥v0∥L2 + ∥f∥L2(Ḣ−1),

此估计即为热方程的能量积分. 事实上, 上述解也可用显式表达,

v(t, x) = et∆v0 +

∫ t

0

e(t−s)∆f(s) = G√
t ∗ v0(x) +

∫ t

0

G√
t−s ∗ f(s, ·)(x)ds, (3.2)

其中 G(x) = (4π)−
n
2 e−

|x|2
4 为 Gauss 热核. 由此可证下面的定理:

定理 3.1 [11] 设 r1 ∈ (1,∞), r2 ∈ [r1,∞), s2 > s1, q ∈ (1,∞) 满足

2

q
=

(
s2 −

n

r2

)
−

(
s1 −

n

r1

)
.

则存在仅依赖于上述参数的常数 C 使得

∥et∆v0(x)∥Lq(Ḣs2,r2 ) 6 C∥v0∥Ḣs1,r1 . (3.3)

注 3.1 我们只在定理 4.2 的证明中用到此定理当 n = 2, s = 2, q = r2 = 4
3 的情形, 此时可取

s1 = 0, r1 = 2, 即对二维的热方程有如下估计:

∥∇2et∆v0(x)∥
L

4
3 (L

4
3 )

6 C∥v0∥L2 .

至于 f 不为零的情形也有一般的结果, 由于我们只需用到 (1.10), 故不再赘述.

若要将上述估计推广到端点 (q, r1 = 1 或 ∞) 情形, 在 Besov 空间中做估计是最自然的. 事实上,

对上述初值问题有下面的定理:

定理 3.2 [20,定理 2.2.3] 设 s ∈ R, ρ, q, r ∈ [1,∞]. 若 v0 ∈ Ḃsq,r, f ∈ L̃ρ(Ḃ
s−2+ 2

ρ
q,r ), 则初值问题 (3.1)

有唯一解 v ∈ L̃ρ(Ḃ
s+ 2

ρ
q,r ) ∩ L̃∞(Ḃsq,r) 且存在仅依赖于 n 的常数 C 使得对任意的 ρ1 ∈ [ρ,∞] 有

∥v∥
L̃ρ1 (Ḃ

s+ 2
ρ1

q,r )
6 C(∥v0∥Ḃs

q,r
+ ∥f∥

L̃ρ(Ḃ
s−2+ 2

ρ
q,r )

). (3.4)

我们关注的是一个端点情形 q = 1, r = 2, s = 1, ρ = ρ1 = 2, 即

∥v∥L̃2(Ḃ2
1,2)

6 C(∥v0∥Ḃ1
1,2

+ ∥f∥L̃2(Ḃ0
1,2)

). (3.5)

注意此时 L̃2
T (Ḃ

2
1,2) = L2

T (Ḃ
2
1,2).

下面考虑热方程在 Hardy 空间中的估计. 首先考虑 f = 0 的情形, 即下述初值问题:

∂tv −∆v = 0, v(0, x) = v0(x) ∈ L2. (3.6)

注 3.2 由热核的光滑效应, 我们知道对任意的 t > 0, v(t, ·) 是 Hm- 函数 (对任意的 m ∈ N, 从
而是 C∞ 光滑函数), 其 Hm- 范数依赖于 t > 0.

注 3.3 对如下在 (−∞, s), s ∈ R 中的倒向热方程都有类似于 (正向) 热方程的结果:

∂tv +∆v = f, v(t, x) |t=s = v0(x). (3.7)
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我们的第一个结果是下面的定理:

定理 3.3 设 v0 ∈ H1,则 v(t, x) ∈ L∞(H1), ∇v(t, x) ∈ L2(H1)且存在仅与 n有关的常数 C 使得

∥v∥L∞(H1) + ∥∇v∥L2(H1) 6 C∥v0∥H1 . (3.8)

证明 对 v 的估计是热核半群性质的一个简单推论. 由解的表达式 (3.2) 得

v(t, x) = G√
t ∗ v0(x), sup

t>0
|v(t, x)| = sup

t>0
|G√

t ∗ v0(x)| = MG(v0)(x).

再由 Hardy 空间的定义 (极大函数刻画), v ∈ L1
x(L

∞
t ) 且

∥v∥L∞
t (L1

x)
6 ∥v∥L1

x(L
∞
t ) 6 ∥G√

t ∗ v0∥L1 6 ∥v0∥H1 .

进一步, 为证 v ∈ L∞(H1), 考虑

MG(v(t, ·))(x) = sup
τ>0

|G√
τ ∗ v(t, ·)(x)| = sup

τ>0

∣∣∣∣ ∫
Rn

G√
τ (x− y)v(t, y)dy

∣∣∣∣.
由热核半群性质, 对任意的 t > 0,

G√
τ ∗ v(t, ·)(x) = G√

τ+
√
t ∗ v0(x).

故

∥MG(v(t, ·))(x)∥L1
x
6 ∥MG(v0)(x)∥L1 6 ∥v0∥H1 ,

此即

∥v∥L∞(H1) 6 ∥v0∥H1 . (3.9)

下证 ∂iv = ∂v
∂xi

∈ L2(H1), i = 1, 2, . . . , n. 记 Gi(x) = ∂iG(x). 考虑到 ∂iv(t, x) =
1√
t
Gi√

t
∗ v0(x),(∫ ∞

0

|∂iv(t, x)|2dt
) 1

2

=

(∫ ∞

0

|Gi√
t
∗ v0(x)|2

dt

t

) 1
2

=
√
2

(∫ ∞

0

|Git ∗ v0(x)|2
dt

t

) 1
2

.

注意到
∫
Rn G

i(x)dx = 0, 上式右端即为平方函数 gGi(v0). 由 H1 的平方函数刻画,

∥∂iv∥L1
x(L

2
t )

6
√
2∥gGi(v0)∥L1 6 C∥v0∥H1 .

由 Minkowski 不等式即得

∥∂iv∥L2(L1) 6 C∥v0∥H1 6 C∥v0∥H1 .

我们证明了 ∇v 的 L2(L1) 估计. 进一步, 考虑 ∂iv 的 Riesz 变换

Rk∂iv = ∂i(Rk(v)) =
1√
t
Gi√

t
∗Rk(v0), k = 1, 2, . . . , n.

由 Riesz 变换的 H1- 有界性,

∥Rk∂iv∥L2
t (L

1
x)

6 ∥Rk∂iv∥L1
x(L

2
t )

=
√
2∥gGi(Rk(v0))∥L1

x
6 C∥Rk(v0)∥H1 6 C∥v0∥H1 .

再由 H1 的 Riesz 变换刻画即得 ∇v ∈ L2(H1) 且

∥∇v∥L2(H1) 6 C∥v0∥H1 . (3.10)

定理得证.
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注 3.4 进一步可证得 v ∈ C([0,∞);H1), 此处从略.

作为上述定理的一个推论, 若要求初值的梯度在 Hardy 空间中, 则有下面的推论:

推论 3.1 设初值问题 (3.6)中 ∇v0 ∈ H1, 则 ∇v(t, x) ∈ L∞(H1), ∂tv,∇2v(t, x) ∈ L2(H1)且存在

仅与 n 有关的常数 C 使得

∥∇v∥L∞(H1) + ∥∂tv,∇2v∥L2(H1) 6 C∥∇v0∥H1 . (3.11)

证明 对方程 (3.6) 求导并利用定理 3.3 得

∥∇v∥L∞(H1) + ∥∇2v∥L2(H1) 6 C∥∇v0∥H1 .

再由方程知, ∂tv = ∆v, 故对 ∂tv 有同样的估计.

下面考虑零初值问题

∂tv −∆v = f, v(0, x) = 0. (3.12)

正如第 1 节中指出的那样, 我们希望当 f ∈ L2(H1) 时得到 ∂tv,∇2v ∈ L2(H1). 可惜证明这样的结果

似乎有一定的困难. 我们给出下述定理:

定理 3.4 假设 (3.12) 中 f(t, x) ∈ L1(H1), 则 ∇v(t, x) ∈ L2(H1) 且存在常数 C 使得

∥∇v∥L2(H1) 6 C∥f∥L1(H1).

证明 与上一定理的证明类似. 注意到

v(t, x) =

∫ t

0

(G√
t−s ∗ f(s, ·))(x)ds, ∂iv(t, x) =

∫ t

0

1√
t− s

(Gi√t−s ∗ f(s, ·))(x)ds.

由 Minkowski 不等式,(∫ ∞

0

|∂iv(t, x)|2dt
) 1

2

6
∫ ∞

0

(∫ ∞

s

1

t− s
|(Gi√t−s ∗ f(s, ·))(x)|

2dt

) 1
2

ds

=

∫ ∞

0

(∫ ∞

0

1

t
|(Gi√

t
∗ f(s, ·))(x)|2dt

) 1
2

ds =
√
2

∫ ∞

0

gGi(f(s, ·))(x)ds,

∥∂iv∥L2
t (L

1
x)

6 ∥∂iv∥L1
x(L

2
t )

6
√
2

∫ ∞

0

∥gGi(f(s, ·))∥L1ds 6 C

∫ ∞

0

∥f(s, ·)∥H1ds = C∥f∥L1(H1).

进一步考虑 ∂iv 的 Riesz 变换

Rk∂iv(t, x) = ∂iRkv(t, x) =

∫ t

0

1√
t− s

(Gi√t−s ∗Rkf(s, ·))(x)ds, k = 1, 2, . . . , n.

类似可得 ∥Rk∂iv∥L2
t (L

1
x)

6 ∥Rk∂iv∥L1
x(L

2
t )

6 C∥f∥L1(H1). 从而, ∂iv ∈ L2(H1) 且

∥∂iv∥L2
t (L

1
x)

6 C∥f∥L1(H1). (3.13)

定理证毕.

结合推论 3.1 和上述定理, 对一般的初值问题 (3.1) 我们有下面的推论:

推论 3.2 假设 v0 ∈ L2, ∇v0 ∈ H1, f ∈ L2(H−1), ∇f ∈ L1(H1), 则对初值问题 (3.1)的解有估计

∥∂tv, ∇2v∥L2(H1) 6 ∥∇v0∥H1 + C∥∇f∥L1(H1). (3.14)
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将方程 (3.1) 中外力项 f ∈ L2(Ḣ−1) 写成 divf , f = (f1, f2, . . . , fn), fj ∈ L2(L2), j = 1, 2, . . . , n

的形式, 考虑方程

∂tv −∆v = divf , v(0, x) = v0(x). (3.15)

由对偶讨论, 我们进一步证明如下定理:

定理 3.5 设 v0 ∈ BMO(∩L2), f ∈ L2(BMO)(∩L2(L2)), j = 1, 2, . . . , n, 则 v ∈ L∞(BMO), 且

∥v∥L∞(BMO) 6 ∥v0∥BMO + C∥f∥L2(BMO). (3.16)

证明 首先考虑 f = 0 的情形. 为此取任意的 u0 ∈ H1 并在任意的时间段 [0, s], s > 0 上考虑倒

向热方程的初值问题

∂tu+∆u = 0, u(t, x) |t=s= u0(x).

由定理 3.3 和注 3.3, 此问题的解 u(t, x) 对任意的 t ∈ (0, s) 光滑并且满足 ∥u(0, ·)∥H1 6 ∥u0∥H1 . 将 u

乘以方程 (3.15) 的两端并在 (0, s)× Rn 上积分得∫
Rn

u(s, x)v(s, x)dx−
∫
Rn

u(0, x)v0(x)dx =

∫
Rn

(∂tu+∆u)vdxdt = 0,

即 ∫
Rn

u(s, x)v(s, x)dx =

∫
Rn

u(0, x)v0(x)dx.

从而, ∣∣∣∣ ∫
Rn

u(s, x)v(s, x)dx

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣ ∫
Rn

u(0, x)v0(x)dx

∣∣∣∣ 6 ∥u(0, ·)∥H1∥v0∥BMO.

由 H1 和 BMO 的对偶性即得对任意的 s > 0,

∥v(s, ·)∥BMO 6 ∥v0∥BMO. (3.17)

再考虑初值 v0 = 0 的情形. 对任意的 g ∈ L1(H1), 考虑如下在 [0, s] 上的倒向热方程:

∂tu+∆u = g(t, x), u(t, x) |t=s= 0.

由定理 3.4 知, ∥∇u∥L2
s(H1) 6 C∥g∥L1

s(H1), 且此估计中常数 C 与 s 无关. 将 u 乘以方程 (3.15) 的两边

并在 (0, s)× Rn 上作分部积分得∫ s

0

∫
Rn

udivfdxdt = −
∫
Rn

(∂tu+∆u)vdxdt = −
∫ s

0

∫
Rn

vgdxdt,

即 ∫ s

0

∫
Rn

f · ∇u(t, x)dxdt =
∫ s

0

∫
Rn

vgdxdt.

从而对任意的 g ∈ L1(H1) 有∣∣∣∣ ∫ s

0

∫
Rn

vgdxdt

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣ ∫ s

0

∫
Rn

f · ∇udxdt
∣∣∣∣ 6 ∥u∥L2(H1)∥f∥L2(BMO) 6 C∥g∥L1(H1)∥f∥L2(BMO).

故

∥v∥L∞
s (BMO) 6 C∥f∥L2

s(BMO) 6 C∥f∥L2(BMO) (3.18)

且常数 C 与 s 无关.
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注 3.5 尽管未能证明 ∇v ∈ L2(BMO), 但由 L2 与 BMO 之间的插值知,

v0 ∈ Lr, f ∈ L2(Lr), ∀ r ∈ [2,∞).

从而由抛物型方程的 Lq(Lr)- 时空混合估计知,

∥∇v∥L2(Lr) 6 Cr(∥v0∥Lr + ∥f∥L2(Lr)), ∀ r ∈ [2,∞).

注 3.6 我们注意到对 BMO 函数有所谓的 Carleson 测度刻画, 即当外力项为零而 v0 ∈ BMO

时, 热方程初值问题的解 v(t, x) = et∆v0(x) 满足 dµ = |∇v|2dxdt 是 Carleson 测度,

∥dµ∥C := sup
Br⊂Rn

1

|Br|

∫ r

0

∫
Br

|∇v(t, x)|2dxdt <∞.

反之亦然, 且存在常数 C > c > 0 使得 c∥v0∥BMO 6 ∥dµ∥C 6 C∥v0∥BMO, 参见文献 [4, 22]. 从这个结果

来看, 定理中方程的解什么时候能满足 ∇v ∈ L2(BMO), 应该对 v0 和 f 有一个刻画. 我们希望在后续

工作中能够讨论这个问题.

类似于推论 3.2, 作为定理 3.5 的推论有下面的推论:

推论 3.3 假设 (3.15) 中 f (= divf) ∈ L2(BMO), ∇v0 ∈ BMO, 则

∥∇v∥L∞(BMO) 6 ∥∇v0∥BMO + C∥f∥L2(BMO). (3.19)

4 在 Navier-Stokes 方程中的应用

考虑 Navier-Stokes 方程 (1.3) 赋予 u0 ∈ L2, divu0 = 0 的初值问题. 如前所述, 其存在一个弱解

u ∈ L∞(L2) ∩ L2(Ḣ1). 本节的第一个结果是定理 3.2 和引理 2.1 的推论, 对任意空间维数都成立.

定理 4.1 假设 u0 ∈ L2 ∩ Ḃ1
1,2, 则 Navier-Stokes 方程 (1.3) 的解 u 满足 u ∈ L2(Ḃ2

1,2), ∂tu

∈ L2(Ḃ0
1,2) 且其范数被初值控制.

证明 由引理 2.1, u · ∇u ∈ L2(Ḃ0
1,2). 再注意到 (1.6) 和椭圆估计

∥p∥Ḃs+1
q,r

6 C∥∆p∥Ḃs−1
q,r

, ∀ s ∈ R, q, r ∈ [1,∞]

得 p ∈ L2(Ḃ1
1,2). 将方程写成 (1.7) 的形式, 则右端项属于 L2(Ḃ0

1,2). 由 (3.5), 即得所证.

上述结果可以作为 Lions 问题在任意高维空间的一个替代回答. 在二维情形, 我们可以得到更好

的结果.

定理 4.2 假设空间维数 n = 2, 初值 u0 ∈ L2, divu0 = 0, ∇u0 ∈ H1, 则 Navier-Stokes 方程的整

体弱解 u ∈ L∞(L2) ∩ L2(Ḣ1) 满足 ∂tu,∇2u ∈ L2(H1) 且存在与 u0 无关的常数 C > 0 使得

∥∂tu,∇2u∥L2(H1) 6 C((1 + ∥u0∥L2)3 + ∥∇u0∥H1).

证明 因为空间维数 n = 2, Ḣ1 ⊂ BMO, 由插值可知, u ∈ L4(L4), 从而 u · ∇u ∈ L
4
3 (L

4
3 ) 且

∥u · ∇u∥
L

4
3 (L

4
3 )

6 C∥u0∥2L2 .

由椭圆估计 (奇异积分的 Lr- 有界性) 知, 对压力的梯度 ∇p 亦有上述估计. 将 Navier-Stokes 方程看

成外力项为 f = −u · ∇u−∇p 的形式 (1.7) 并用热核表示成

u(t, x) = u1 + u2 = et∆u0(x) +

∫ t

0

e(t−s)∆f(s, x)ds.
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由 (1.10) 和注 3.1 得 ∥∇2u∥
L

4
3 (L

4
3 )

6 C(1 + ∥u0∥L2)2. 再由定理 1.1 知, u · ∇∂iu ∈ L1(H1) 且

∥u · ∇∂iu∥L1(H1) 6 ∥u∥L4(L4)∥∇2u∥
L

4
3 (L

4
3 )

6 C(1 + ∥u0∥L2)3.

现在对 Navier-Stokes 方程求一阶空间导数 ∂i, i = 1, 2 得

∂t∂iu−∆∂iu = −∂iu · ∇u− u · ∇∂iu−∇∂ip, i = 1, 2.

由推论 3.2 (此处要求初值满足 ∇u0 ∈ H1), 为证得定理, 只需验证 ∂iu · ∇u, ∂i∇p ∈ L1(H1) 且

∥∂iu · ∇u, ∂i∇p∥L1(H1) 6 C∥u0∥2L2 .

这正是定理 1.2 中的 (1.5), 且对任意空间维数都成立.

注 4.1 尽管将 Navier-Stokes 方程写成 (1.7) 的形式后右端项属于 L2(H1), 由于并未对热方程

得到形如 (1.9) 的估计, 故不能直接得到所要结果. 在证明过程中我们利用了二维情形的二阶导数估

计 ∇2u ∈ L
4
3 (L

4
3 ), 这是由 u ∈ L4(L4) 得到的, 而这是能量估计结合二维时 Ḣ1 嵌入到 BMO 的推论.

在三维情形, 能量估计只给出了 u ∈ L
10
3 (L

10
3 ), 从而 u · ∇u,∇2u ∈ L

5
4 (L

5
4 ), u · ∂i∇u 已不在 Lebesgue

(时空) 可积空间, 故我们的证明方法失效.

5 总结

在本文中, 基于 Lions 关于 Navier-Stokes 方程整体弱解二阶导数估计的一个问题, 我们讨论了热

方程初值问题的几类时空混合型端点估计.此处端点主要是指所讨论的函数空间关于空间变量是端点

情形, 如 Hardy 或 BMO 空间. 这种端点估计跟特意为热方程而设计的抛物型 Hardy或 BMO 空间是

不同的, 后者可理解为时空都处在端点情形. 从方程的结构看, 做这样的估计似乎是勉为其难, 但从调

和分析的观点看, 这样的估计又是自然的. 利用 Hardy 空间的各种刻画及对偶讨论, 我们得到了热方

程在 Hardy 和 BMO 空间中的估计, 并部分地回答了 Lions 的问题.

致谢 作者对审稿人耐心阅读本文初稿并指出几处错误表示感谢.
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