
综 述

英文引用格式: Luo Z Y, Qi L Q. Positive semidefinite tensors (in Chinese). Sci Sin Math, 2016, 46: 639–654, doi: 10.1360/

N012015-00347

中国科学 : 数学 2016年 第 46卷 第 5期 : 639∼ 654

SCIENTIA SINICA Mathematica

c⃝ 2016《中国科学》杂志社 www.scichina.com math.scichina.com

半正定张量
献给张恭庆教授 80 华诞

罗自炎¬, 祁力群­∗

¬ 北京交通大学轨道交通控制与安全国家重点实验室, 北京 100044;

­ 香港理工大学应用数学系, 香港

E-mail: starkeynature@hotmail.com, liqun.qi@polyu.edu.hk

收稿日期: 2015-11-10; 接受日期: 2016-03-24; 网络出版日期: 2016-04-22; * 通信作者

香港研究资助局 (批准号: PolyU 502111, 501212, 501913 和 15302114) 和国家自然科学基金 (批准号: 11301022 和 11431002)

资助项目

摘要 随着大数据时代的来临,承载高阶高维信息的张量结构备受关注,从而引发了关于张量的理论、

计算和应用的广泛研究.与矩阵的情形类似,作为张量理论的一个重要组成部分的半正定张量理论,也

在实际问题中凸显出不可或缺的作用. 本文旨在对张量的半正定性理论进行简单的梳理与总结, 并希

望对张量理论的未来发展提供可能的研究方向.
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1 引言

矩阵论作为数学的一个经典基本理论, 应用于科学和工程的各个方面. 20 世纪 80 年代, 由于大

规模数椐分析的发展, 张量分解这个新的研究领域应运而生. 目前关于张量分解的文献已超过两千余

篇, 其中的张量是在坐标体系下的数学反映, 与物理和几何中的张量不同. 严格地讲, 本文所探讨的张

量可以称作超矩阵, 即矩阵的元素有两个下标, 而超矩阵的下标有 m 个, 其中 m 称为这个超矩阵的

阶. 显然, 零阶超矩阵即为标量, 一阶超矩阵即为向量, 二阶超矩阵即为矩阵. 张量分解的研究对象即

为高阶超矩阵. 考虑到张量 (tensor) 一词已经被广泛应用于张量分解与张量填充等方面的众多文献

中, 此外, 如向量 (vector) 一词, 虽有物理中的向量与其在一个坐标体系下的数学表示之别, 但英文上

都叫 vector, 中文都叫向量或矢量, 因此, 本文将超矩阵 (hypermatrix) 统称为张量 (tensor).

张量分解和传统的多重线性代数的区别在于, 它将张量本身作为一个实体开展分解等性质的研

究, 而不仅局限于研究张量之间的乘积运算等. 这就催生了现代多重线性代数 (multi-linear algebra)

理论. 该理论可以看作矩阵论的发展. 矩阵的特征值理论 (或称为矩阵谱理论)是矩阵论的一个重要内

容. 2005 年, Qi [1] 和 Lim [2] 分别提出了张量特征值的概念, 其中 Qi 的特征值理论是基于控制理论

中偶数阶张量的半正定性和正定性建立的. Qi 证明了偶数阶对称张量半正定 (正定) 的充要条件是所
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有 H-特征值或 Z-特征值非负 (正). 这个性质将对称矩阵特征值性质推广到了高阶张量的情形. 2008

年, 该类张量特征值在核磁高阶张量成像中得到应用 (参见文献 [3]). 2008 年开始, 文献 [4–6] 将非负

矩阵的 Perron-Frobenius 理论系统地推广到非负张量. 2009 年, Ng 等 [7] 提出了求非负张量最大特征

值的算法并用于高阶 Markov 链的研究. 同年, 意大利学者 Bulò 和 Pelillo [8] 将非负张量最大特征值

用于超图谱理论的研究. 之后三年, 张量谱理论迅速发展. 2012 年在南开大学陈省身数学研究所举行

了张量谱理论第一次国际会议. 2013 年在福州大学举行了图和超图谱国际研讨会.

然而, 张量理论的发展也面临极大挑战. 2013 年, Hillar 和 Lim [9] 论证了多数张量问题是 NP- 难

的. 此外, 矩阵逆的概念还未成功推广到一般高阶张量中; 矩阵行列式已经推广到了张量行列式, 但

用到代数几何里结式的概念, 计算比较复杂. 因此, 不免让人产生这样的疑惑: 对高阶张量而言, 是否

只有非负张量最大特征值有很方便的计算方法呢? 这个观点被证明过于悲观. 事实上, 对许多偶数阶

张量的正定性和半正定性, 存在着许多容易检査的充分条件. 2005 年, Qi [1] 给出了张量特征值的圆盘

定理, 从而证明了偶数阶对称对角占优的张量是半正定的. 因此, 超图谱理论中的偶数阶一致超图的

Laplace和无号 Laplace张量均为半正定张量. 近几年,各种容易检査的偶数阶张量正定和半正定充分

条件相继被发现, 极大地丰富了张量理论. 这些容易检査的充分条件可分为如下几种. 一种是从矩阵

论直接推广而来, 如偶数阶 Hilbert 张量、偶数阶正 Cauchy 张量、偶数阶对称 M - 张量和 H- 张量等

均为半正定张量. 另一种是结论可直接从矩阵论引伸出来. 但原有矩阵论的证明方法不可推广到高阶

张量, 需要另辟新的证明方法. 例如, 对称 B0 矩阵的半正定性是西班牙学者 Peña [10] 于 2001 年用子

式非负的办法证明的. 该证明方法不能直接推广到张量情形. 2014 年, Qi 和 Song [11] 用分解方法证

明了偶数阶对称 B0- 张量是半正定的. 之后一系列从 B0 张量推广出来的偶数阶对称张量也被证明

是半正定的. 第三种情形是原来矩阵论里没有的, 但与矩阵论密切相关. 例如, 相同生成向量的不同阶

Hankel 张量半正定性的遗传性等 (参见文献 [12]).

半正定和正定张量的研究不仅进一步推动了张量其他理论, 如超图谱理论和张量互补问题的研

究,也吸引了许多矩阵论学者参与张量理论的研究.例如,非负矩阵经典书籍 [13]的作者以色列数学家

Berman 也开始了对张量半正定性的研究. 此外, 关于张量的国际会议也相继召开, 例如, 2014 年在苏

州举行了张量和矩阵国际学术会议, 得到世界线性代数协会认可, 其会长亲自到会报告; 2015 年在长

沙举行了张量优化研讨会;在西宁举行了超图和复杂系统国际研讨会;以及即将在 2016年于南开大学

陈省身数学研究所举行张量和矩阵国际学术会, 于哈尔滨举行超图谱理论国际研讨会等. 越来越多的

国内外学者投入到张量理论与应用的研究大潮中. 本文旨在对张量的半正定和正定性理论作一综述,

并指出某些潜在的研究方向, 以期将读者引入张量研究前沿.

2 半正定张量的谱

作为半正定矩阵的高阶自然推广, 半正定张量的引入与非负多项式密切相关. 对于任意 n 维实向

量 x, 若相应的齐次多项式 Axm :=
∑n
i1,...,im=1 ai1···imxi1 · · ·xim > 0, 则称系数张量 A 为半正定张量.

当 m = 2 时, 即为大家所熟悉的半正定矩阵. 众所周知, 半正定矩阵的研究是矩阵理论与分析的一个

基础而重要的组成部分. 作为其张量推广的半正定张量自然引起了张量理论与分析学者的关注. 本节

将简单介绍半正定张量的谱性质.

高阶张量特征值的引入诱发了张量谱理论的研究. 2005 年, Qi [1] 和 Lim [2] 分别给出了高阶张量

特征值的定义. 随后, Qi 的定义被应用到高阶弥散张量成像中. 下面将简单回顾张量的各种特征值的

定义. 为简单起见, 记所有 m 阶 n 维实张量组成的空间为 Tm,n, 记其中所有对称实张量组成的空间
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为 Sm,n, 记集合 {1, . . . , n} 为 [n], 记 Rn 和 Cn 分别为 n 维实向量空间和 n 维复向量空间.

定义 2.1 设 A = (ai1···im) ∈ Tm,n, 若存在 λ ∈ C 和非零向量 x ∈ Cn 使得

(Axm−1)i :=
∑

i2,...,im∈[n]

aii2···imxi2 · · ·xim = λxm−1
i , ∀ i = 1, . . . , n, (2.1)

则称 λ 为 A 的一个特征值, 称 x 为张量 A 关于特征值 λ 的一个特征向量. 若存在 λ ∈ R 和非零的
实向量 x ∈ Rn 使得 (2.1) 成立, 则称 λ 为 A 的一个 H- 特征值, 称 x 为相应的 H- 特征向量.

定义 2.2 设 A = (ai1···im) ∈ Tm,n, 若存在 λ ∈ C 和非零向量 x ∈ Cn 使得(Axm−1)i = λxi, ∀ i = 1, . . . , n,

x⊤x = 1,
(2.2)

则称 λ 为 A 的一个 E- 特征值, 称 x 为张量 A 关于特征值 λ 的一个 E- 特征向量. 若存在 λ ∈ R 和
非零的实向量 x ∈ Rn 使得 (2.2) 成立, 则称 λ 为 A 的一个 Z- 特征值, 称 x 为相应的 Z- 特征向量.

上述两类特征值的定义在矩阵情形下是等价的,而在高阶张量情形下则各具千秋. H-特征值是通

过齐次多项式定义出来的, 因而可以借助特征多项式理论和代数几何的知识来进行张量谱分析 (参见

文献 [14]),如张量的谱半径、张量特征值的代数重数、张量的迹算子和行列式等 (参见文献 [1]). 而 Z-

特征值则具有正交不变性, 在物理学、力学和数据挖掘等应用领域更具实用性, 如医学成像中的高阶

弥散张量的 Z- 特征值及其 Z- 特征向量反映了各向异性的弥散系数和可能的纤维走向等 (参见文

献 [3,15]);又如高维数据分析中所蕴含的张量秩 1逼近问题大都是在 Z-特征值和 Z-特征向量意义下

进行求解的 (参见文献 [16]). 关于 H-特征值和 Z-特征值的更多性质与应用可以参见文献 [1,5,16,17]

等. 事实上, 根据实际问题的需求, 张量还存在多种不同的特征值定义, 如 D- 特征值 [18]、M - 特征

值 [19]、U - 特征值 [20] 和广义特征值 [21] 等.

半正定张量的特征值具有如下重要的非负性.

定理 2.1 [1] 设 A ∈ Tm,n, m > 2 为任意偶数. 若 A 是半正定 (正定) 的, 则 A 不存在负 (非正)

的 H- (或 Z-) 特征值. 进一步, 若 A 是对称张量, 则 A 一定存在 H- (或 Z-) 特征值, 且 A 是半正定
(正定) 张量当且仅当 A 的所有 H- (或 Z-) 特征值是非负 (严格大于零) 的.

张量的半正定性判定与多项式的非负性判定是等价的,因此关于半正定张量的判定变得尤为重要.

然而, 正如张量的其他很多问题一样, 这一判定问题一般来说是 NP- 难的 (参见文献 [9]). 关于张量半

正定性的判定一般从两个主要方向开展研究:一是针对一般的对称张量 (若 A为非对称张量,定义对称

化算子 sym(·) 使得 sym(A) 为对称张量, 并且对任意 x ∈ Rn, Axm = sym(A)xm. 显然, sym(A) 的半

正定性与 A的半正定性等价),利用定理 2.1中所述的特征值的性质,通过数值方法计算最小 H-或 Z-

特征值来进行判定. 另一个是针对特殊张量, 寻求可以直接验证或者多项式时间可判定的半正定结构

张量.

随着非负矩阵的 Perron-Frobenius定理成功推广到非负张量 (即张量中的所有元素均为非负实数)

(参见文献 [4–6, 22]), 针对非负张量及其推广形式 (如弱非负张量和弱正张量等) 的最大特征值 (谱半

径)的计算涌现出一系列文献 [7,23–28]. 由于判定张量的半正定性需要验证最小 H- (或 Z-)特征值的

非负性, 上述算法大多无法直接用于这一判定. 针对低维低阶的张量, Mathematica 软件和 Maple 软

件提供了相应的工具进行求解, 然而随着张量维数和阶数的增加而导致计算量剧增, 该类软件已经远

远无法满足我们实现有效判定的需求. 考虑到偶数阶对称张量的最小 H- 特征值和最小 Z- 特征值的
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求解可以转化为如下两类约束多项式优化问题:

min
x∈Rn

Axm, s.t.
∑
i∈[n]

xmi = 1, (2.3)

min
x∈Rn

Axm, s.t.
∑
i∈[n]

x2i = 1, (2.4)

相应的 KKT (Karush-Kuhn-Tucker) 点对即为我们需要的最小 H- 特征值和最小 Z- 特征值及其相应

的 H- 特征向量和 Z- 特征向量. 注意到上述两个优化问题实际上是特殊的非线性规划问题, 因此可

以借助非线性规划的理论与算法来进行求解. 例如, Hao 等 [29, 30] 利用子空间投影算法及其信赖域算

法求解问题 (2.4) 来获得对称张量 A 的最小 Z- 特征值. 此外, 借助正则化技术, Han [31] 将特征值对

应的约束优化问题转化为无约束优化问题来求解弱对称张量的极大和极小特征值.考虑在某些实际问

题中第二大实特征值或者其他非极值实特征值也可能反映出相应实际问题的信息或者物理意义,求解

张量所有实特征值的算法应运而生. 例如, Cui 等 [32] 提出的基于半定松弛的实对称张量所有特征值

求解算法, 由 Nie 和 Zhang [33] 推广而来的求解非对称张量的所有实特征值的算法, 以及 Chen 等 [34]

的同伦算法等. 这些方法均可以用于近似乃至精确判定张量的半正定性.

3 半正定结构张量

偶数阶对称张量的半正定性可以通过其最小 H- 特征值或者最小 Z- 特征值的非负性进行有效判

定. 然而对于规模较大的张量而言,已有的各类求解张量特征值的计算方法工作量往往很大,且存在求

解精度方面的问题, 无法满足快速、精确判定的需求. 考虑到实际问题中所涉及的张量往往具有其特

殊的结构特征,这里将介绍几类重要的半正定结构张量. 作为半正定张量的特例,这些结构张量包括容

易验证其半正定性的对称对角占优张量、强 Hankel张量、正 Cauchy- 张量、对称 B0- 张量、循环 B0-

张量和循环对角占优张量等,以及可以通过计算进行近似判别的对称M -张量和 SOS (sum-of-squares)

张量等, 还包括具有重要应用背景而比较难以验证的双非负张量和完全正张量等.

3.1 容易验证的半正定结构张量

3.1.1 对角占优张量

对角占优张量是对角占优矩阵在高阶张量上的一个自然推广, 其定义如下.

定义 3.1 称张量 A = (ai1···im) ∈ Tm,n 为对角占优张量, 若对于任意 i ∈ [n] 有

ai···i >
∑

i2,...,im∈[n]

|aii2···im | − ai···i; (3.1)

称 A 为严格对角占优张量, 若对于任意 i ∈ [n], (3.1) 中的不等号严格成立.

利用著名的 Gerschgorin 定理在张量中的推广形式, 可以得到对称对角占优张量的半正定性.

定理 3.1 (参见文献 [1,定理 6]) 设 λ为张量 A = (ai1···im) ∈ Tm,n 的任意特征值,则存在 i ∈ [n]

使得

|λ− ai···i| 6
∑

i2,...,im∈[n],{i2,...,im}̸={i,...,i}

|aii2···im |. (3.2)

推论 3.1 [1] 偶数阶对称 (严格) 对角占优张量是 (正定) 半正定的.
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值得注意的是, 在非对称情形下, 利用 Gerschgorin 定理的张量形式, 对角占优矩阵仍然可以保证

所有 H-特征值的非负性,但是相应张量的半正定性则不一定成立. 在对称的情形下,对角占优张量是

一类容易验证的半正定张量, 利用半正定性的这一充分条件, 我们可以得到超图谱理论中两类重要张

量—Laplace 张量和无号 Laplace 张量的半正定性.

定义 3.2 设 G = (V,E), 其中 V = {1, 2, . . . , n} 为顶点集, E = {e1, e2, . . . , em} 为边集, 且对于

任意 p ∈ [m], ep ⊂ V . 若对于任意 p ∈ [m], |ep| = k > 2, 则称 G 为一致超图, 或简称为 k- 图.

显然, 2- 图即为我们所熟知的一般图. 关于超图理论可以参见文献 [35]. 随着张量理论的不断发

展,张量在超图中的应用逐步被挖掘出来, 基于张量刻画的超图谱理论应运而生, 而超图的 Laplace张

量和无号 Laplace 张量在其中发挥着至关重要的作用.

定义 3.3 设 G=(V,E)为任意给定的 k-图,其中 V ={1, 2, . . . , n}为顶点集, E={e1, e2, . . . , em}
为边集. 若张量 A = (ai1i2···ik) 满足

ai1i2···ik =


1

(k − 1)!
, 若 (i1, i2, . . . , ik) ∈ E,

0, 否则,

(3.3)

则称 A 为超图 G 的邻接张量. 对于任意 i ∈ V , d(i) = |{ep : i ∈ ep ∈ E}| 称为顶点 i 的度. 记 D 为以
d(i) 为主对角线的对角张量, 称张量 D 为 G 的度张量. 称 L := D −A 为超图 G 的 Laplace 张量; 称

Q := D + A 为超图 G 的无号 Laplace 张量.

由定义 3.3 可知, 一致超图中的 Laplace 张量和无号 Laplace 张量均为对角占优张量, 从而, 在 k

为偶数时, k- 图所对应的这两类张量均属于半正定张量的范畴. 这也从一定程度上体现了半正定张量

在超图理论中的应用.

偶数阶对称张量情形下, 对角占优性是半正定性的一个充分而非必要的条件, 这一条件进一步

被弱化和推广, 如双严格对角占优张量和准双严格对角占优张量等以及相应的正定性探讨 (参见文

献 [36, 37]).

3.1.2 强 Hankel 张量

Hankel 结构广泛应用于数据分析与信号处理. 作为 Hankel 矩阵的高阶张量推广, Hankel 张量在

指数数据拟合 [38–41] 和多维地震道插值 [42] 等众多问题中有着重要应用. Hankel 张量的结构最早是由

Papy 等 [38] 于 2005 年在求解信号处理中的核心问题—谐波恢复问题中提出的三阶 Hankel 张量. 关

于一般的高阶 Hankel 张量的定义如下.

定义 3.4 设 A = (ai1···im) ∈ Tm,n. 若存在向量 v = (v0, v1, . . . , v(n−1)m)⊤ 使得

ai1···im = vi1+i2+···+im−m, ∀ i1, . . . , im ∈ [n], (3.4)

则称 A 为 m 阶 n 维 Hankel 张量, 相应的向量 v 称为 Hankel 张量 A 的生成向量.

显然, Hankel 张量是对称张量, 且所有 m 阶 n 维 Hankel 张量构成 Sm,n 空间的一个维数为

(n− 1)m+ 1 的子空间. 当 Hankel 张量对应的生成向量用一个统一的函数积分来表示时, 相应的函数

称为该 Hankel 张量的生成函数, 其定义如下.

定义 3.5 设 A = (ai1···im) ∈ Sm,n 为任意给定的 Hankel 张量, 其生成向量为 v = (v0, v1, . . . ,

v(n−1)m)⊤. 若实值可积函数 f(t) 满足

vk =

∫ +∞

−∞
tkf(t)dt, ∀ k = 0, . . . , (n− 1)m,
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则称 f 为 Hankel 张量 A 的一个生成函数.

值得一提的是, 上述定义中的 f 同样可以生成一个 Hankel 矩阵 (即 m = 2). 由 Hankel 矩阵理论

可知, 这样的生成函数 f 总是存在的. 此外, 从定义 3.4 和 3.5 均可以看出, 同一生成向量或者同一生

成函数可以生成阶数与维数不同的高阶 Hankel 张量甚至是 Hankel 矩阵, 只需要相应的阶数 m 与维

数 n 满足一定的关系. 利用这一发现, Qi [43] 引入了强 Hankel 张量的定义.

定义 3.6 设 A = (ai1···im) ∈ Sm,n 为任意给定的 Hankel 张量, 其生成向量为 v = (v0, v1, . . . ,

v(n−1)m)⊤. 设矩阵 A = (aij) ∈ R⌈ (n−1)m+2
2 ⌉×⌈ (n−1)m+2

2 ⌉ 满足对于任意 i, j ∈ {1, . . . , ⌈ (n−1)m+2
2 ⌉}, aij

= vi+j−2,当 (n−1)m是奇数时, v⌈ (n−1)m+2
2 ⌉ 为任意给定的实数. 称 A为 Hankel张量 A的相关 Hankel

矩阵. 若 A 是半正定的, 则称相应的 Hankel 张量 A 为强 Hankel 张量.

强 Hankel 张量可以通过生成函数的非负性来进行等价判定.

定理 3.2 [43] 设 A ∈ Sm,n 为任意给定的 Hankel 张量, 则 A 为强 Hankel 张量当且仅当 A 的生
成函数为非负函数. 若 m > 2 为偶数, 且 A 为强 Hankel 张量, 则 A 是半正定的.

上述定理给出了强 Hankel张量的另一等价条件.在这一等价条件下,可以推导出偶数阶强 Hankel

张量的半正定性 (参见文献 [43]). 由此可见,相同的生成向量产生的 Hankel矩阵的半正定性可以遗传

到该向量生成的高阶偶数阶的 Hankel 张量上. 一个很自然的问题为: 这个半正定性是否可以通过任

意低阶偶数阶 Hankel 张量传递到任意高阶偶数阶 Hankel 张量呢? Ding 等 [12] 利用卷积公式分析了

相应的不同阶 Hankel 张量特征值的关系, 从而对这个半正定遗传性问题给出了肯定的回答.

定理 3.3 [12] 设 m > 2 为偶数, q > 2 为整数, 张量 A 和 B 是由同一向量生成的 Hankel 张量,

其阶数分别为 m 和 qm. 记 λmin(·) 和 λmax(·) 分别为张量的极大和极小 H- 特征值, 则有

λmin(B) >

c1λmin(A), 若 B 是半正定的,

c2λmin(A), 其他,
λmax(B) 6

c1λmax(A), 若 B 是半负定的,

c2λmax(A), 其他,

其中 c1 = miny∈Rk
∥y∗q∥m

m

∥y∥m
m

, c2 = maxy∈Rk
∥y∗q∥m

m

∥y∥m
m

, n = qk − q + 1, y∗q = y ∗ · · · ∗ y︸ ︷︷ ︸
k

为卷积运算, 即

(u ∗ v)k =
k∑
j=0

ujvk−j , k = 0, 1, . . . , n1 + n2 − 2, ∀u ∈ Rn1 , ∀v ∈ Rn2 .

显然, 若 A 是 (正定) 半正定的, 则 B 也是 (正定) 半正定的.

值得注意的是, 上述半正定遗传性一般来说是无法反向进行的, 如下反例说明了这一点.

例 3.1 [43] 令 m = 4, n = 2, v = (1, 0,−1
6 , 0, 1)⊤, 则由 v 生成的 4 阶 2 维 Hankel 张量 A

= (ai1i2i3i4) 的所有非零元素为 a1111 = a2222 = 1, a1122 = a1212 = a1221 = a2112 = a2121 = a2211 = −1
6 .

由于 v2 < 0, A 的生成函数必定不是非负函数. 结合定理 3.2 可知, A 不是强 Hankel 张量, 因此相应

的 Hankel 矩阵不是半正定的, 但是对于任意 x ∈ R2, Ax4 = x41 + x42 − x21x
2
2 > 0, 因此, A 是半正定

张量.

Hankel 张量不仅可以由生成向量和生成函数来得到, 而且具有如下 Vandermonde 分解形式.

定理 3.4 [43] 设 A ∈ Sm,n 为任意对称张量,则 A是 Hankel张量当且仅当 A具有 Vandermonde

分解, 即存在向量 uk := (1, uk, . . . , u
n−1
k )⊤ 和实数 αk ̸= 0 (k = 1, . . . , r), 使得 A =

∑r
k=1 αk(uk)m.

利用 Hankel 张量的 Vandermonde 分解形式, 容易得到半正定性的如下充分条件.

命题 3.1 设 m > 2 为偶数, A =
∑r
k=1 αk(uk)m ∈ Sm,n 为 Hankel 张量, 并且对任意 k ∈ [r],

αk > 0, 则 A 是半正定的.
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在文献 [43] 中, 称具有全正系数的 Vandermonde 分解的张量为完全 Hankel 张量. 易知, 偶数阶

完全 Hankel 张量是半正定张量. 关于 Vandermonde 分解的更多性质可以参见文献 [44]. 由前面的叙

述可知, 在偶数阶情形下, 强 Hankel 张量和完全 Hankel 张量均是半正定的. 事实上, 完全 Hankel 张

量是强 Hankel 张量的一种特例, 这一关系首先由 Li 等 [45] 证明得到, 并进一步由 Ding 等 [12] 通过增

广 Vandermonde 分解进行了细致刻画.

定理 3.5 [12] 设 A ∈ Sm,n 为任意给定的 Hankel 张量, 则 A 是强 Hankel 张量当且仅当 A 具有
如下分解形式:

A =
r−1∑
k=1

αk(uk)m + αre
m
n , αk > 0, ∀ k ∈ [r − 1], αr > 0, uk = (1, uk, . . . , u

n−1
k )⊤, (3.5)

其中 en := (0, . . . , 0, 1)⊤ ∈ Rn.

上述定理中的 (3.5)称为 Hankel张量 A的增广 Vandermonde分解. 值得一提的是, 强 Hankel张

量可以通过相应的 Hankel矩阵的半正定性来进行有效判定,但是作为其特例的完全 Hankel张量则需

要借助半定规划来进行判定 (见第 3.2.2 小节的 SOS 张量). 强 Hankel 张量中还有一类特例称为广义

反循环张量, 其半正定性也是容易判定的, 详见文献 [46]. 关于 Hankel 张量的更多性质及其相关计算

参见文献 [12,41,43,44,47,48].

3.1.3 正 Cauchy 张量

Cauchy矩阵是一类重要的结构矩阵,基于 Cauchy矩阵及其各种推广形式的矩阵向量乘积的快速

算法在算法设计中发挥着至关重要的作用 (参见文献 [49–51]). 2015 年, Chen 和 Qi [52] 将这一特殊结

构矩阵推广到高阶张量中, 得到相应的 Cauchy 张量, 并由此得到了一类新的容易验证的半正定张量.

定义 3.7 设 c = (c1, c2, . . . , cn)⊤ ∈ Rn 且 ci1 + ci2 + · · ·+ cim ̸= 0, 对于任意 ij ∈ [n], j ∈ [m]. 若

张量 C = (ci1i2···im) ∈ Sm,n 满足对任意 ij ∈ [n], j ∈ [m], ci1i2···im = 1
ci1+ci2+···+cim

, 则称 C 为 m 阶 n

维对称 Cauchy 张量, 称 c ∈ Rn 为 Cauchy 张量 C 的生成向量.

在上述定义中, 当相应的生成向量 c 满足一定的条件时, 可以得到如下两类与 Cauchy 张量密切

相关的张量: (i)若生成张量 c满足当 i1 + i2 + · · ·+ im = j1 + j2 + · · ·+ jm 时有
∑m
k=1 cik =

∑m
k=1 cjk ,

则相应的 Cauchy 张量 C 为 Hankel 张量; (ii) 若生成张量 c 满足对任意 i ∈ [n], ci = i − 1 + 1
m , 则相

应的 Cauchy 张量称为 Hilbert 张量 [53].

Cauchy 张量的半正定性可以通过其生成张量来进行判定.

定理 3.6 (参见文献 [52, 定理 2.1 和 2.2]) 设 C ∈ Sm,n 为任意给定的 Cauchy 张量, c ∈ Rn 为
相应的生成向量, m > 2 为偶数, 则

(i) C 是半正定的当且仅当 c > 0;

(ii) C 是正定的当且仅当 c > 0 且其分量互不相同.

在矩阵情形下, Fiedler [54] 指出, 若生成向量是正向量且其分量各异, 则相应的对称 Cauchy 矩阵

是正定矩阵. 上述定理进一步说明这一条件是充分且必要的, 并且对高阶张量情形同样适用. 此外, 结

合 Hilbert 张量的定义不难得到如下推论.

推论 3.2 [53] 偶数阶 Hilbert 张量是正定张量.

3.1.4 B0- 张量

B0- (B-) 张量是 B0- (B-) 矩阵的张量推广. 偶数阶 B0- (B-) 张量是一类容易验证的半正定 (正

定) 张量.
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定义 3.8 称张量 B = (bi1···im) ∈ Tm,n 为 B- 张量, 若对任意 i ∈ [n], 有
∑
i2,...,im∈[n] bii2···im > 0,

1

nm−1

( n∑
i2,...,im=1

bii2i3···im

)
> bij2j3···jm , ∀ (j2, j3, . . . , jm) ̸= (i, i, . . . , i). (3.6)

称张量 B 为 B0- 张量, 若对于任意 i ∈ [n], 有
∑
i2,...,im∈[n] bii2i3···im > 0,

1

nm−1

( ∑
i2,...,im∈[n]

bii2i3···im

)
> bij2j3···jm , ∀ (j2, j3, . . . , jm) ̸= (i, i, . . . , i). (3.7)

Qi 和 Song [11] 证明了偶数阶对称 B0- (B-) 的半正定性 (正定性), 其核心理论为如下分解形式.

为方便起见, 我们引入如下记号. 对于任意张量 A = (ai1···im) ∈ Tm,n, 记 AJ
r = (āi1···im) ∈ Tm,n 为 A

的一个主子张量, 其中

āi1···im =

ai1···im , 若 i1, . . . , im ∈ J ⊆ [n],

0, 其他,

且 |J | = r. 特别地, EJk 表示全 1张量的一个主子张量,并称为部分全 1张量 [11]. 显然,偶数阶部分全 1

张量是对称半正定张量.

定理 3.7 [11] 设张量 B = (bi1···im) ∈ Sm,n 为任意给定的对称 B0-张量,则 B 要么是一个对角占
优的对称 M - 张量 (详见随后的第 3.2.1 小节), 要么具有分解形式:

B = M +
s∑

k=1

hkEJk , (3.8)

其中 M 为对角占优对称 M - 张量, s 为正整数, hk > 0, Jk ⊂ [n], k ∈ [s], Jk ∩ Jl = ∅, 这里 k ̸= l,

k, l = 1, . . . , s (s > 1). 若 B 是对称 B- 张量, 则 B 要么是一个严格对角占优对称 M - 张量, 要么具有

分解形式 (3.8), 其中M 为严格对角占优对称 M - 张量.

结合偶数阶情形下对角占优张量与部分全 1张量的半正定性,利用半正定张量的可加性及其上述

定理, 不难得到如下结论.

推论 3.3 [11] 偶数阶对称 B0- (B-) 张量是半正定 (正定) 张量.

上述分解定理也被推广到满足一定条件的非对称 B0- (B-) 张量的情形 (参见文献 [55]). 此外,

与 B0- 矩阵类似, B0- 张量也被进一步推广得到相应的双 B0- 张量、拟 B0- 张量和 MB0- 张量等, 详

见文献 [36,56] 等.

3.1.5 特殊的非对称半正定张量

前面所叙述的结构张量在偶数阶对称情形下均是容易判定的半正定张量. 然后, 与半正定张量一

样, 上述结构张量, 除 Hankel 张量和 Cauchy 张量外, 均不局限于对称张量空间 Sm,n, 而是定义在实

张量空间 Tm,n. 在非对称情形下, 相应的半正定性是否还成立呢? 答案是否定的. 例如, 非对称的 B0-

张量、非对称的对角占优张量都有可能不再是半正定张量. 值得庆幸的是, 由于非对称张量为半正定

张量当且仅当其对称化张量是半正定的,那些在对称化算子下仍能保持半正定结构的非对称张量显然

也是半正定的. 此类结构包括循环 B0- 张量和循环对角占优张量.

定义 3.9 若 A = (ai1···im) ∈ Tm,n 满足对于任意 ik, jk ∈ [n], jk = ik + 1 mod (n), k ∈ [m], 有

ai1···im = aj1···jm , 则称 A 为 m 阶 n 维的循环张量.
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循环张量在随机过程与超图谱理论中均有应用 (参见文献 [57]). 利用循环 B0-张量和循环对角占

优张量在对称化算子 sym(·) 下具有结构不变性, 不难得到如下定理.

定理 3.8 (参见文献 [57, 推论 1 和定理 4.2]) 偶数阶循环 B0- (B-) 张量是半正定 (正定) 的; 偶

数阶循环对角占优 (严格对角占优) 张量是半正定 (正定) 的.

3.2 可以验证的半正定结构张量

本节将介绍几类可以通过迭代算法进行验证的重要半正定结构张量, 包括 M - 张量和 SOS 张量.

3.2.1 M- 张量

M -张量是 M -矩阵在高阶张量上的一个自然推广. M -矩阵作为一类特殊的半正定矩阵, 具有正

稳定性和逆正性等一系列良好性质, 并被广泛应用于计算数学、图论、数学物理、数理经济和无线通

信等多个领域 (参见文献 [13]). 受此启发, Zhang 等 [58] 首次将 M - 矩阵推广到高阶 M - 张量, 并细致

探讨了 M - 张量特征值的性质. 该文中给出的 M - 张量所有特征值实部非负这一重要性质告诉我们,

所有偶数阶对称 M - 张量必定是半正定的. 此外, Ding 等 [59] 关于 M - 张量的半正定、半非负性和单

调性等其他性质进行了探讨. 随后, He 和 Huang [60] 对 M - 张量特征值的上下界进行了探讨, 并给出

了 M - 张量的 Ky Fan 定理. 下面将简单回顾 M - 张量的基本概念和半正定性.

定义 3.10 (参见文献 [58,定义 3.1]) 称张量A ∈ Tm,n为M -张量,若存在一个非负张量 B ∈ Tm,n

和一个正实数 η > ρ(B) 使得 A = ηI − B, 其中 ρ(B) 为 B 的谱半径, I 为单位张量 (主对角线全为 1

的对角张量). 进一步, 若 η > ρ(B), 则称 A 为强 M - 张量.

定理 3.9 (参见文献 [58, 定理 3.3]) 设 A ∈ Tm,n, 记 σ(A) 为 A 的所有特征值构成的集合. 对

于任意 λ ∈ σ(A), 记 Reλ 为 λ 的实部. 若 A 是 M - 张量, 则 minλ∈σ(A) Reλ 是 A 的一个非负 H+-

特征值 (H+- 特征值是指该 H- 特征值存在一个相应的非负实特征向量); 若 A 是强 M - 张量, 则

minλ∈σ(A) Reλ > 0.

推论 3.4 (参见文献 [58, 定理 3.5]) 偶数阶对称 (强) M - 张量是 (正定) 半正定的.

由 M - 张量的定义可知, M - 张量的所有非对角元素具有非正性, 从而属于 Z- 张量的范畴. Z- 张

量的概念由 Z- 矩阵推广而来, 定义为满足所有非对角元素小于等于零的张量. 在 Z- 张量的前提下,

M - 张量具有如下充分且必要的判定条件.

定理 3.10 (参见文献 [58, 定理 3.9]) 设 A ∈ Tm,n 为任意给定的 Z- 张量, 则

(i) A 是 M - 张量当且仅当 minλ∈σ(A) Reλ > 0;

(ii) A 是强 M - 张量当且仅当 minλ∈σ(A) Reλ > 0.

利用上述定理不难得到如下等价性.

推论 3.5 设 A ∈ Sm,n 为任意给定的对称 Z- 张量, m > 2 为任意给定的偶数, 则

(i) A 是 M - 张量当且仅当 A 是半正定的;

(ii) A 是强 M - 张量当且仅当 A 是正定的.

综上可知, 关于对称 Z- 张量这一特殊的结构张量, 其半正定性 (正定性) 的判定等价于对 M - 张

量的判定. 结合 M - 张量的定义及其对称半正定张量的谱性质, 只需要计算出相应的非负张量的最大

特征值就能进行半正定性的判定, 相应的迭代算法参见文献 [58]. 此外, 文献 [59] 所探讨的如下性质

也能作为判定张量半正定性 (正定性) 的依据.
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定理 3.11 (参见文献 [59, 定理 16]) 设 A ∈ Sm,n 为任意给定的对称 Z- 张量. 若 ∃x > 0 使得

Axm−1 > 0, 则 A 是 M - 张量.

满足上述定理中的条件 “∃x > 0 使得 Axm−1 > 0” 的张量称为半非负张量. 该定理的条件是 M -

张量的一个充分而非必要的条件, 文献 [59] 给出了如下反例来说明这一非必要性.

例 3.2 设 B = (bi1···i4) ∈ T4,2 满足 b1111 = 2, b1122 = b2222 = 1, 其他元素均为零. 利用 H-

特征值的定义可知 B 的 H- 特征值为 1 和 2. 由非负张量的 Perron-Frobenius 定理可知 ρ(B) = 2.

令 A = 2I − B, 由 M - 张量的定义可知 A 是 M - 张量. 注意到对于任意正向量 x = (x1, x2)⊤,

(Ax3)1 = −x1x22 < 0, (Ax3)2 = x32 > 0. 因此 A 不是半非负张量.

对于对称 Z- 张量, 定理 3.11 中的半非负性是充分且必要的.

推论 3.6 (参见文献 [59, 命题 17]) 设 A 为任意对称 Z- 张量, 则 A 是 M - 张量当且仅当 A 是
半非负张量.

关于对称强 M - 张量, Ding 等 [59] 给出了更多等价条件, 那些条件均可作判定对称 Z- 张量正定

性的有利工具. 值得注意的是, 上述判别 Z- 张量为半正定张量的条件均是在对称张量空间中进行探

讨的, 而在非对称情形下则不然. 例如, 矩阵

A = 5

 1 0

0 1

−

 1 2

4 3


是 M - 矩阵. 但是 (2, 3)A(2, 3)⊤ = −2, 因此 A 不是半正定的. 在一般张量情形下, 导致 M - 张量

A = ηI − B 出现这一现象的原因是, 在对非负张量 B 实施对称化时,

ρ(sym(B)) = max

{
sym(B)xm :

∑
i∈[n]

xmi = 1,x ∈ Rn
}

= max

{
Bxm :

∑
i∈[n]

xmi = 1,x ∈ Rn
}

> ρ(B).

M - 张量被进一步推广到 H- 张量 [59]. 我们知道, H- 矩阵是矩阵论中的一类重要矩阵, 且应用于

线性互补问题和线性方程组的迭代算法等多个方面, 并在控制论、电力系统、经济数学和弹性力学等

众多领域有着广泛应用,是一类实用性很强的结构矩阵. H-张量是 H-矩阵在高阶张量情形下的一种

自然推广, 且包含 M - 张量作为其特例.

定义 3.11 设 A = (ai1···im) ∈ Tm,n. 称M = (mi1···im) ∈ Tm,n 为 A 的比较张量, 若

mi1···im =

|ai1···im |, 若 i1 = · · · = im,

−|ai1···im |, 其他.

称 A 为 H- 张量, 若 A 的比较张量是 M - 张量; 称 A 为强 H- 张量, 若 A 的比较张量是强 M - 张量

(文献 [59] 中使用的是非奇异 M - 张量和非奇异 H- 张量, 而其他文献中将 “非奇异” 改为了 “强”).

定理 3.12 [61,62] 设 A = (ai1···im) ∈ Sm,n, m > 2 为偶数. 若 A 为 H- 张量, 并且对于任意

i ∈ [n], ai···i > 0, 则 A 是半正定的; 若 A 为强 H- 张量, 并且对于任意 i ∈ [n], ai···i > 0, 则 A 是正
定的.

关于 H- 张量的更多性质, 可以参见文献 [59,61–66].

3.2.2 SOS 张量

SOS 多项式是多项式理论与多项式优化的一个重要概念 (参见文献 [67–71]), 它是指可以分解成

有限多个实系数齐次多项式平方和的实系数偶数阶齐次多项式. 结合齐次多项式系数与对称张量的一
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一对应关系, SOS 多项式对应的系数张量称为 SOS 张量 [72, 73]. SOS 张量显然是对称半正定张量, 且

可通过求解半定规划实现多项式时间的有效判定, 详见文献 [70, 71]. 然而, 并非所有的对称半正定张

量都有 SOS 分解形式. 早在 1888 年, Hilbert [67] 就已经证明了非负多项式与 SOS 多项式的等价性只

有在如下三种情形下才能获得: (1) n = 2; (2) m = 2; (3) m = 4, n = 3. 用张量的语言来叙述即为: m

阶 n 维对称张量的半正定性与 SOS 性只有在上述三种情况下才能等价. 这一性质与 Hilbert 在 1900

年 8 月巴黎国际数学家代表大会上提出的 23 个重要数学问题中的第 17 个问题密切相关. 值得一提

的是, Hilbert 并没有提出显式的实例来验证他的结果. 直到 1967 年, Motzkin [74] 给出了如下著名的

六阶三维非负非 SOS 多项式:

fM (x) = x63 + x21x
4
2 + x41x

2
2 − 3x21x

2
2x

2
3.

之后, Choi 和 Lam [75] 给出了如下两个低阶低维的非负非 SOS 多项式:

fCL1(x) = x44 + x21x
2
2 + x21x

2
3 + x22x

2
3 − 4x1x2x3x4,

fCL2(x) = x41x
2
2 + x42x

2
3 + x43x

2
1 − 3x21x

2
2x

2
3.

Chesi [76] 将非负非 SOS 的多项式简称 PNS (positive semidefinite non-sums of squares) 多项式. 因此,

相应的系数对称张量被称为 PNS 张量 [45, 48,77]. 由于 SOS 张量是多项式时间可判定的, 因此, 我们可

以通过判定张量的 SOS 性质来辅助其半正定性的判定. 特别地, 对于某些特殊的结构张量而言, 若不

存在 PNS这一性质 (称为 PNS-free性质,参见文献 [45,48,77]),则其半正定的判定与 SOS性质的判定

是等价的. 这一思想继而引发了关于结构张量的 PNS-free 性质的探讨. 例如, Chen 等 [78] 证明了在偶

数阶对称情形下,正 Cauchy张量、(弱)对角占优张量、B0-张量、双 B0-张量、拟双 B0-张量、MB0-

张量、主对角元非负的 H-张量和半正定的推广 Z-张量等均为 SOS张量, 即相应的 PNS-free性质是

成立的. 针对 Hankel 张量, 我们已经知道完全 Hankel (强 Hankel) 张量具有 (增广的) Vandermonde

分解, 因此是 SOS 张量, 即 PNS-free 性质是满足的. 对于任意偶数阶半正定 Hankel 张量, 是否也有

这样一个好的性质呢?这个问题简称为 Hilbert-Hankel问题,并在文献 [45,48]就低阶低维的情形进行

了细致探讨, 而对于一般的情形尚未可知. Qi 等 [77] 就一类特殊的三维对称张量 (称为三维强对称循

环张量) 的 PNS-free 性质进行了细致的刻画.

3.3 难验证的半正定结构张量

3.3.1 完全正张量

一个非负张量 A ∈ Sm,n 称为完全正张量, 若存在正整数 r 和非负向量 u(1), . . . ,u(r) ∈ Rn+, 使得

A =
∑r
i=1(u(i))m (参见文献 [79]). 显然, 完全正张量是完全正矩阵在高阶张量上的一个自然推广. 当

阶数 m 为偶数时, 完全正张量是对称半正定的. 与完全正矩阵类似, 完全正张量在多项式优化中有着

重要作用. Peña 等 [80] 指出, 带有非负约束的多项式优化问题在一定条件下可以等价转化为完全正张

量的锥优化问题. 然后, 完全正张量的判定是 NP- 难问题. Kolda [81] 利用带有非负约束的最小二乘模

型来求解张量的完全正张量逼近问题. Fan 和 Zhou [82] 则通过矩理论 (moment theory) 和半定松弛提

出了完全正张量的判定与分解的 Fan-Zhou 算法. 随后, Luo 和 Qi [83] 借助完全正张量的零元素占优

性质及其强占优性质, 提出了加速的 Fan-Zhou 算法. 完全正张量包含了很多特殊的结构张量作为其

特例, 如正 Cauchy 张量 [73, 83]. 因此, 正 Cauchy 张量, 特别是 Hilbert 张量, 往往可以作为检验完全正

张量判定算法的一个很好的算例. 关于完全正张量的更多性质可以参见文献 [79, 83].
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3.3.2 双非负张量

双非负张量是由 Luo 和 Qi 借助于对称张量的元素及其所有 H- 特征值的双重非负性在文献 [83]

中提出的, 是双非负矩阵的一个自然推广. 与矩阵的情形类似, 双非负张量包含了完全正张量为其特

例, 并可以作为完全正张量锥的一种松弛形式. 此外, 很多非负对称的结构张量均被证明为双非负张

量,如非负对称的广义对角占优张量、非负对称的MB0- (B0-、双 B0-、拟 B0-)张量、非负的强 Hankel

张量和非负对称的 H- 张量等 (参见文献 [83]). 在偶数阶情形下, 双非负张量实际上就是非负的对称

半正定张量, 因而也是很难判定的. 值得注意的是, 双非负张量不仅在偶数阶有定义, 在奇数阶亦是如

此. 例如, 奇数阶的一致超图对应的无号 Laplace 张量就是一个特殊的双非负张量. 双非负张量在继

承偶数阶半正定的同时, 也将半正定性类型的性质 (如 H- 特征值的非负性) 推广到了奇数阶的情形.

由于半正定性在奇数阶只有零张量满足, 而奇数阶张量在实际问题中广泛出现, 因此, 从一定程度上

来讲, 双非负张量弥补了半正定张量只在偶数阶有定义这一局限性, 这也是引入双非负张量的一个重

要原因. 关于双非负张量的更多性质, 参见文献 [83].

4 对称半正定张量锥与空间张量锥规划

将性质与结构相同的元素构成的集合作为研究的基点往往可以帮助我们更好地理解该类元素的

代数性质与几何结构特征. 与半正定矩阵类似, 当阶数 m 为偶数时, 所有 m 阶 n 维的对称半正定张

量构成 Sm,n 空间中的一个非空闭凸尖点锥 (参见文献 [72, 84]), 简记为 PSDm,n, 并称其为 m 阶 n 维

的对称半正定张量锥.其内部由所有 m阶 n维的对称正定张量构成,简记为 PDm,n. 由对称半正定张

量锥的闭凸性以及凸集内部的定义不难得到如下代数性质.

命题 4.1 设 m > 2 为偶数, n > 2 为任意整数, 则

(i) 若 A1, . . . ,Ar ∈ PSDm,n, 则对于任意 λi, . . . , λr > 0,
∑r
i=1 λiAi ∈ PSDm,n;

(ii) 若张量无穷序列 {Ak} ⊂ PSDm,n 且 limk→+∞ Ak = Ā, 则 Ā ∈ PSDm,n;

(iii) 若 A ∈ PDm,n, 则对于任意 B ∈ Sm,n, 存在 τ > 0 使得 B + τA ∈ PSDm,n.

在矩阵情形下, 对称半正定矩阵锥是自对偶锥, 然而对于高阶情形则不然.

定理 4.1 [72] 设 m > 2 为偶数, n > 2 为任意整数, 则 PSDm,n 的对偶锥为

Vm,n :=

{ l∑
i=1

(x(i))m : x(i) ∈ Rn, i = 1, . . . , l

}
,

其中 l 代表 Sm,n 空间的维数. 特别地, PSDm,n = Vm,n 当且仅当 m = 2.

事实上, 很多特殊的对称半正定结构张量往往也可以构成对称张量空间中的闭凸锥, 如对称 M -

张量锥、完全共正张量锥和 SOS 张量锥等, 关于这些特殊的结构张量锥的性质及其应用可以参见文

献 [72, 79,83,85].

众所周知, 素有 “21 世纪线性规划” 之称的半定规划与经典线性规划的主要区别之处在于其对称

半正定矩阵锥约束. 关于半正定矩阵锥的几何与微分性质的探讨为半定规划的优化理论与算法提供

了坚实且重要的理论基石. 随着锥优化理论与算法的不断发展, 半正定矩阵锥约束被逐步推广到对称

锥、齐次锥和双曲锥等更为广泛的闭凸锥上. 作为半正定矩阵锥在高阶张量空间中的推广, 半正定张

量锥优化问题自然而然地被提炼出来. 这类问题的模型在文献 [84] 中被正式提出. 鉴于物理与力学实

际问题 (如高阶弥散张量成像) 中很多模型是建立在三维空间, Qi 和 Ye [84] 主要探讨了如下三维对称
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半正定张量锥优化问题:

inf⟨A,X⟩, s.t. ⟨Ai,X⟩ = bi, i = 1, . . . , p, X ∈ PSDm,3, (4.1)

以及其对偶问题:

sup⟨b,y⟩, s.t.

p∑
i=1

yiAi + S = C, y ∈ Rn, S ∈ Vm,3, (4.2)

并利用锥优化理论建立了上述问题的对偶理论.囿于对称半正定张量及其对偶锥的很多代数与微分性

质刻画严重不足, 关于上述锥优化问题的理论与算法还非常有限, 目前已有的处理方式主要借助多项

式优化理论与半定规划, 例如, Hu 等 [86] 给出的序列半定规划方法等. 如何刻画张量锥的切锥和法锥

等, 进而建立相应的最优性条件, 并建立快速稳定的优化算法, 是目前张量锥优化所面临的一大挑战.

值得一提的是, 与张量相关的优化问题, 除了以张量为决策变量的张量锥优化这一形式外, 还包

括以张量为多重线性算子的很多特殊非线性优化或者互补问题,如经典的齐次多项式优化问题及其新

兴的张量互补问题等 (参见文献 [87,88]).

5 总结与展望

张量的半正定性和正定性理论已与非负张量谱理论和超图谱理论等成为新兴的张量谱理论的重

要部分. 展望未来,有两大问题值得进一步探讨. 一类问题是关于特殊结构张量谱的计算.由于最小 H-

或 Z- 特征非负性是判别偶数阶对称实张量为半正定的充要条件, 对于那些容易验证的半正定张量子

类, 如偶数阶对称 B0- 张量和偶数阶正 Cauchy 张量等, 是否存在求解最小 H- 或 Z- 特征值的快速算

法, 值得进一步研究与探讨. 另一类问题是关于半正定性在奇数阶张量中的推广. 目前的半正定性只

能在偶数阶进行探讨. 而实际问题中往往存在很多奇数阶张量的结构, 如奇数阶一致超图, 其 Laplace

和无号 Laplace 张量的半正定类型的性质如何刻画. 目前存在两种半正定张量在奇数阶的推广形式.

一种推广是将没有负 H- 特征值的实对称张量称为广义半正定张量. 该类张量在偶数阶情形与半正定

张量等价. 显然, 一致超图的 Laplace 和无号 Laplace 张量, 无论是偶数阶还是奇数阶, 均为广义半正

定张量. 另一种推广是 P0- (P -) 张量 [85], 即对于任意非零向量 x ∈ Rn, 存在 i ∈ [n], 使得 xi ̸= 0, 且

xm−1
i Axm−1

i > (>) 0. 由定义可知 P0 (P -) 张量包含了广义半正定 (正定) 张量. 总的来讲, 与矩阵理

论相比, 张量理论的研究目前还很不成熟. 我们期待, 张量理论将进一步发展和应用, 并能与矩阵理论

相互映照.

致谢 感谢审稿人的宝贵意见.
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Positive semidefinite tensors

LUO ZiYan & QI LiQun

Abstract In the era of big data, the high-order high-dimensional tensor structure has attracted more and more

attention, which further leads to the extensive study on tensor theory, computation and applications. Analogous

to the matrix case, the positive semidefinite tensors, which form an important class of tensors, have played an

essential role in tensor applications. This paper aims to provide a simple survey of the positive semidefiniteness

of tensors and some potential research directions on tensor theory.
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